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Chapitrel 


PROBLÈMES SIMPLES 
DE GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE 
PLANE 


$ 1. Axe et sesments d’axe. Coordonnées de la droite 


Une droite sur laquelle on a choisi un sens positif est appelée axe. Un 
segment d’axe limité par des points quelconques À et B est dit orienté si parmi 
les points on a indiqué celui qui est l’origine du segment et celui qui est 
l'extrémité. Un segment orienté d’origine À et d'extrémité B est noté par le 
symbole AB. La dour du segment orienté est alors égale à sa longueur, 
affectée du signe plus si le sens du segment (de l’origine à l'extrémité) coïncide 
avec le sens positif de l’axe, et du signe moins dans le cas contraire. La 
grandeur du segment AB cest notée par le symbole AB et sa longueur par le 
symbole | 4B |. Si les points À et B coïncident, le segment est dit « nul »; 
on voit dans ce cas que AB = BA = 0 (le sens du segment nul est considéré 
comme indéterminé). 

Soit donnée une droite quelconque a. Prenons un segment quelconque 
pour unité de longueur, indiquons sur la droite a un sens positif (après quai 
elle devient un axe)* et choisissons sur cette droite un point quelconque O. 
Cette opération introduit sur la droite a un système de coordonnées. 

La coordonnée d'un point arbitraire M de la droite a (dans notre système 
de coordonnées) est un nombre zx, égal à la grandeur du segment OM: 


z = OM. 


Le point O I pue origine des coordonnées; sa coordonnée est zéro. Doré- 
navant le symbole M (zx) signifiera que le point M a pour coordonnée zx. 


| Si M, (xs) ot M2 (z2) sont deux points quelconques de la droite a, la for- 
mule 


MM 2 — T2 — ZL:! 
donne la grandeur du segment M,M: et la formule 
| MM: | == | Z2 — JL! | 
sa longueur. 


1. Construire les points: 
A(3, B(5, C(—1, D(5), E(-+), Fr(V2 
et H(—V 5). 


* D'ordinaire pour les axes horizontaux, c'est le sens de gauche à droite 
qui est pris pour positif. 
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2. Construire les points dont les coordonnées vérifient les équa- 
tions : 


1)1z1=2; 2)|z—11=3; 3)|1—zx|=2; 4)12-+z|—2. 
3. Décrire la disposition des points dont les coordonnées vérifient 
les inégalités : 
1)z>2; 2)z—3<0; 3) 12—xr<0; 4) 25—3<0; 
9) 2—5>>0; 6) 1<r<3; 7) —2<r<3; 8) 2—Z 0: 


z—1 


9) ==! 


z—2 


>1; 10) 5<0; 11) ET <1; 


12) x?—8r+15<0; 13) r°—8r+15>0; 
14) x? +z—12>>0; 15) r°+r—12<0. 
4. Déterminer la grandeur AB et la longueur | 4B | des segments 
donnés par les points: 
1) À (3) et B (11); 2) À (5) et B (2); 
3) À (—1) et B (3); 4) À (—5) et B (—3); 
9) A (—1) et B(—3); 6) À (—7) et B (—5). 
5. Calculer la coordonnée du point À, si on donne: 
1) B(3) et AB =5; 2) B(2) et AB = — 3; 
3) B (—1) et BA = 2; 4) B(—5) et BA = — 3; 
5) B(0)et |AB|=2; 6) B (2) et | AB | = 3; 
7)B(—1)et |AB]=5; 8) B (—5) et | AB | = 2. 


6. Décrire la disposition des points dont les coordonnées véri- 
fient les inégalités suivantes: 


1)1z1<1; 2)1r1>2; 3) Iz|< 2; 

4) |z1>3; 5) 1z—21<3; 6) [|z—-s51<1; 
7)1z—11>2; 8 1rz—-312>1; 9 |zx+1|<3; 
10) ]z+21>1; 11)1[z2+951<1; 12)1z+11>2. 
AC 
_—. CB 
le segment AB, si on sait que 

1) À (2), B (6) et C (4); 2) À (2), B (4) et C (7); 
3) À (—1), B (5) et C (3); 4) À (1), B (13) et C (5): 
5) À (5), B (—2) et C (—5). 


7. Trouver le rapport À — dans lequel le point C partage 
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8. On donne trois points À (—7), B (—1) et C' (1). Trouver 
le rapport À, dans lequel chacun d’entre eux partage le segment 
limité par les deux autres. 


dans lequel un point Af(x) 


9. Trouver le rapport À — Te e 
divise le segment M,M: limité par les points donnés M,(x,) et M2(r2). 

10. Trouver la coordonnée x du point M qui divise le segment 
MM:, limité par les points Mi(z:) et M:(x2), dans le rapport 


donné À (= 547) : 


11. Trouver la coordonnée x du milieu d’un segment limité 
par les deux points donnés M, (x;) et M: (x). 
12. Trouver la coordonnée x du milieu du segment limité par 
les points: 
1) À (3) et B (5); 2) C (—1) et D (5); 
3) M1 (—1) et M2(—3); 4) P;, (—5) et P, (1); 


2) Q1 (3) et O2 (—4). 


13. Trouver la coordonnée du point M, si on donne: 


1) M,(3), M,(1) et 1 Fe = 2; 

2) A(2), B(—5) et À=#% —3; 

3) C(—1), D(3) et 1= PT; 

4) A(—1), B(3) et 1= = —2; 

5) A(1), B(—3) et à = = —3; 

6) A(—2), B(—1) et = = —+. 


14. On donne les points À (5) et B(—3). Trouver: 

1) la coordonnée du point M symétrique au point À par rap- 
port à B; 

2) la coordonnée du point W symétrique au point B par 
rapport à À. 

15. Le segment limité par les points À (—2) et B (19) est divisé 
en trois parties égales. Trouver les coordonnées des points de 
division. 

16. Trouver les coordonnées des extrémités À et B du segment 
divisé en trois parties égales par les points P (—25) et Q (—9). 
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$ 2. Coordonnées cartésiennes rectangulaires du plan 


Un système de coordonnées cartésiennes rectangulaires est défini lorsqu'on 
donne une unité linéaire pour mesurer les longueurs et deux axes perpendicu- 
laires ordonnés dans un ordre quelconque. 


Le point d’interscction de ces axes est appelé origine des coordonnées et 
les axes eux-mêmes s'appellent axes de coordonnées. Le premier axe de coor- 
données s'appelle axe des abscisses et le second, axe des ordonnées. 

L'origine des coordonnées est notée par la lettre O, l'axe des abscisses 
par le symbole Oz, l'axe des ordonnées par le symbole Oy. 

Les coordonnées d’un point quelconque M par rapport au système donné 
sont les nombres 


z == OM,, y = OM, 
(fig. 1), où M. et M, sont les projections du point M sur les axes Oz et Oy; 
OM. désigne la grandeur du segment OM, de l'axe des abscisses; OM, celle 


du sezment OM, de l'axe des ordonnées. Le nombre zx s'appelle abscisse et le 
nombre y ordonnée du point M. Le symbole 
M (z, y) signifie que le point M a pour abscis- 
se le nombre zx et pour ordonnée le nombre y. 
L'axe Oy partage le plan en deux demi- 
pans celui qui contient la partie positive de 
‘axe Or s'appelle demi-plan droit, l'autre 
demi-plan gauche. De la même façon, l’axe Oz 
partage le plan en deux demi-plans; celui qui 
contient la parue positive de l'axe Oy s'ap- 
pelle demi-plan supérieur, l'autre demi-plan 
inférieur. 
Les deux axes de coordonnées divisent le 
plan en quatre quarts de plan que l’on ordonne 
Fir. 1 d’après la règle suivante: le ARE quart de 
E: plan est celui qui est contenu à la fois dans les 
demi-plans droit et supérieur, le deuxième est 
celui qui est contenu dans les demi-plans gauche et supérieur, le troisième 
est celui qui est contenu dans les demi-plans gauche et inférieur, le quatrième 
est celui qui est contenu dans les demi-plans droit et inférieur. 


17. Construire les points 
A(2,3), B(—5,1), C(—2, —3), D(0,3), E(—5, 0), 


1 2 
F(-3,5). 
18. Trouver les coordonnées des projections sur l'axe des abscisses 
des points 
A (2, —3), B (3, —1), C (—, 1), D (—3, —2), 
E (—5, —1). 


19. Trouver les coordonnées des projections sur l’axe des ordon- 
nées des points 


A (—3, 2), B (—5, 1), C (3, —2}, D (—1, 1), 
E (—6, —2). 
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20. Trouver les coordonnées des points symétriques aux points 
1) À (2, 3); 2) B(—3, 2); 3) C(—1, —1); 
par rapport à l'axe Or. 
21. Trouver les coordonnées des points symétriques par rapport 
à l’axe Oy aux points | 
1) A (—1, 2); 2) B(3, —1); 3) C(—2, —2); 
4) D(—2,5); 5) E(3, —5); 6) F (a, b). 


22. Trouver les coordonnées des points symétriques aux points 


1) 4 (5,3); 2) B(2, —4); 3) C(—2,1); 
4) D(5, —3); 5) E(—5, —4); 6) F (a, b) 


par rapport à l’origine des coordonnées. 
23. Trouver les coordonnées des points symétriques aux points 


1) A (2, 3); 2) B(5, —2); 3) C(—3, 4) 


par rapport à la bissectrice du premier quart de plan. 
24. Trouver les coordonnées des points symétriques aux points 


1) 4 (3, 5); 2) B(--4, 3); 3) C (7, —2) 


par rapport à la bissectrice du deuxième quart de plan. 
25. Déterminer dans quel quart de plan se trouve le point 
M (x, y), si: 


1) xy > 0; 2) zy < 0; 3)z—y—=0; 4) z+y—0: 
9) z+y>0; 6)z+y<0; )z—-y>0; S)r-y<O0. 


$ 3. Coordonnées polaires 


Un système de coordonnées polaires est défini ou donné lorsqu'on donne 
un point O, appelé pôle, un rayon O4, issu de ce point et appelé axe polaire, 
et une échelle des longueurs. fl convient en outre de définir le sens positif de 
rotation autour du point O (d'ordinaire, c'est le sens contraire des aiguilles 
d'une montre). 

On appelle coordonnées polaires d'un point quelconque M (par rapport à 


un système donné) les nombres p = OM et 6 — AOM (fig. 2). L'angle 6 est 
ici défini comme en trigonométrie. Le nombre p est la première coordonnée ou 
le rayon polaire, le nombre 6 est la seconde coordonnée ou l'angle polaire du 
point M*. 


* Ici OM désigne la longueur du segment comme on l’a définie en 
géométrie élémentaire (c'est-à-dire en valeur absolue, abstraction faite du 
signe). Il n'est pas utile, dans ce cas, de faire appel au symbole moins mania- 
ble | OM |, puisque les points O et M sont considérés comme des points arbi- 
traires du plan et non comme des points d'un axe. Des simplifications de sym- 
boles dans les cas analogues seront fréquemment faites ultérieurement. 
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Le symbole M (p, 8) signifie que le point M a pour coordonnées 
polaires p et 6. 

L'angle polaire 6 a une infinité de valeurs possibles (elles se distinguent 
les unes des autres de +2nx, où n est un nombre entier positif). La valeur de 
nee polaire vérifiant les inégalités —17 << 6 < +x s'appelle valeur princi- 
pale. 

Dans les cas où nous aurons à considérer simultanément un système de 
coordonnées cartésiennes et un système de coordonnées polaires, nous convien- 
drons: 1) d'utiliser une même échelle des longueurs; 2) lorsqu'il s'agira de 
déterminer les angles polaires, de définir le 
sens de rotation positif comme le sens dans 
lequel il faut faire tourner le demi-axe po- 
sitif des abscisses Au ce qu’il coïncide, 
avec le plus petit angle de rotation, avec le 
demi-axe positif des ordonnées (ainsi, si les 
axes du système cartésien se trouvent dans 
leur position ordinaire, c'est-à-dire que 
l'axe Or est orienté à droite et l'axe Oy 
0 A vers le haut, alors on mesure les angles 
polaires comme d'ordinaire, c'est-à-dire 

Fig. 2 qu’on considère comme positifs les angles 
mesurés en sens inverse des aiguilles d’une 
montre). 

Dans ces conditions, le pôle du système de coordonnées polaires coïncidant 
avec l'origine des coordonnées cartésiennes rectangulaires et l'axe polaire 
coïncidant avec le demi-axe positif des abscisses, le passage des coordonnées 
polaires d'un point quelconque aux coordonnées cartésiennes du même 
point s'effectue d'après les formules 


z = pcos6, 
y = p sin 6. 
Dans ce même cas, les formules 


p= Vzr?+yt, tg =} 


sont des formules de passage des coordonnées cartésiennes aux coordonnées 
polaires. | , 

Dorénavant, lorsque nous aurons à considérer simultanément deux systè- 
mes de coordonnées polaires, nous conviendrons d’avoir le même sens de rota- 
tion positif et la même échelle des longueurs pour les deux systèmes. 

26. Construire les points donnés par leurs coordonnées polaires : 


A(3, +), B(,n), C(3, —-+), D(437), 


E(5,2) et F(1, —1) 
(donner une construction approximative pour les points D, Eet F, 
en s’aidant du rapporteur). 
27. Déterminer les coordonnées polaires des points qui sont 
symétriques par rapport à l'axe polaire aux points 


M, (3, +), M; (2. -+), M: (3, -+), M, (1, 2) et M,(5, —1) 


> M 


donnés dans un système de coordonnées polaires. 
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28. Déterminer les coordonnées polaires des points qui sont 
symétriques par rapport au pôle aux points 


ma) (83). (2-4) 
M, (4 2x) et Ms(3, —2) 


donnés dans un système de coordonnées polaires. 
29. Dans un système de coordonnées polaires on donne deux 
sommets 
à 3 
A (3, —+a) et B (5, za) 


du parallélogramme ABCD et le point d’intersection des diagonales 
qui coïncide avec le pôle. Trouver les deux autres sommets. 


30. On donne les points À (8, _— +) et B (6,5) par rap- 


port à un système de coordonnées polaires. Calculer les coordon- 
nées polaires du milieu du segment qui joint ces deux points. 
31. On donne les points 


A(3 +), B(2 -+), can, D(5, —<n), 
E(3,2) et F(2, —1) 


par rapport à un système de coordonnées polaires. Le sens positif 

de l’axe polaire étant inverse, on demande de déterminer les 

coordonnées polaires de ces points par rapport au nouveau système. 
32. On donne les points 


M:(3, +), M2(1, + a), Ms(2, 0), 


Jl 2 11 
Mi(5, +), M3(3, —5n) et Me(1, 5) 
par rapport à un système de coordonnées polaires. L’axe polaire 
subit une rotation de manière que dans sa nouvelle position il passe 
par le point M1. Déterminer les coordonnées des points donnés par 
rapport au nouveau système de coordonnées (polaires). 

33. On donne les points M: (12, à a) et M: (12, — +1) 
par rapport à un système de coordonnées polaires. Calculer les 
coordonnées polaires du milieu du segment qui joint ces deux points. 

34. On donne les points M, (p:1, @:) et M2 (p2, 02) par rapport 
a un système de Cbordonnées polaires. Calculer la distance d qui 
les sépare. 


44 ch. 1. Problèmes simples de géométrie plane [35-43 


35. On donne les points M, (5, +) et M; (8. — 5) par rap- 


port à un système de coordonnées polaires. Calculer la distance d 
qui les sépare. 


36. On donne par rapport à un système de coordonnées polaires 
deux sommets consécutifs M, (12, _ à) et M2 (3, à) d'un 
carré. Calculer son aire. 

37. On donne par rapport à un système de coordonnées polaires 
deux sommets opposés P (6, — 5 a) et Q (4. Fa) d'un 
carré. Calculer son aire. 

38. On donne par rapport à un système de coordonnées polaires 
deux sommets À (4, — 5x) et B (8, Da) d'un triangle 
équilatéral. Calculer son aire. 

39. Un des sommets du triangle OAB coïncide avec le pôle, 
les deux autres sont les points À (p1, 6:) et B (p2, 82). Calculer 
l’aire de ce triangle. 

40. Un des sommets du triangle O0AB coïncide avec le pôle O, 


les deux autres sont les points À (5, +) et B (4 5) . Calculer 


* 12 
l'aire de ce triangle. 
1 


41. Calculer l'aire d’un triangle dont les sommets À (3, 5 a). 


7 5 : : ; 
B (8. 3%) et C (6, 3 a) sont donnés en coordonnées polaires. 


42. Le pôle d’un système de coordonnées polaires coïncide avec 
l'origine d’un système de coordonnées cartésiennes rectangulaires 
et l'axe polaire avec le demi-axe positif des abscisses. On donne dans 
le système de coordonnées polaires les points 


M (6, +), M: (5, 0), M; (2, =), Mi (10, —+), 
M: (8, x), Ms (12, —+). 


Déterminer les coordonnées cartésiennes de ces points. 

43. Le pôle d’un système de coordonnées polaires coïncide avec 
l'origine d’un système de coordonnées cartésiennes rectangulaires 
et l'axe polaire avec le demi-axe positif des abscisses. On donne dans 
le système de coordonnées cartésiennes les points 


M; (0, 9), M;:(—3, 0), M; (V3, 1), Mi(—V2, —V 2). 
M; (1, —V 3). 


Déterminer les coordonnées polaires de ces points. 
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$ 4. Segment orienté. Projection d’un segment sur un axe. 
Projection d’un segment sur les axes de coordonnées. 
Longueur et angle polaire d’un segment. Distance de deux points 


Un segment de droite est dit orienté si on a indiqué son origine et son 
extrémité parmi les points qui le définissent. Un segment orienté d’origine 


au point À et d'extrémité au point B (fig. 3) est noté par le symbole 4B (c'est- 
à-dire de la même façon qu'un segment d’axe; cf. $ 1). La longueur du segment 
orienté AB (pour une échelle de longueur donnée) est notée par le symbole 
| AB | (ou AB; cf. l’annotation p. 11). 


On appelle projection du segment AB sur l'axe u un nombre égal à la gran- 


deur du segment 4,2, de l'axe u, où le point À, est la projection du point 4 
sur l'axe uw et B, celle du point B sur cet axe. 


La projection iu segment AB sur l'axe w est B 


notée par le symbole proj. ,AB. Si on donne dans 
le plan un système de coordonnées cartésiennes 
rectangulaires, la projection d'un segment sur 
l'axe Oz est notée par le symbole X, et sa projec- 
tion sur l'axe Oy, par le symbole x. 

Les coordonnées des points Mi(z:, y1) et 
M: Gz y2) étant données, les projections Æ et Y 
sur les axes de coordonnées du segment orienté 


M;M2 peuvent être calculées à l’aide des formules A 
X = To — Li, | 
Ÿ = y2 — yr Fig. 3 
Ainsi, pour trouver les projections sur les axes 
de coordonnées d’un segment orienté, il faut retrancher des coordonnées de 
son extrémité les coordonnées correspondantes de son origine. 

L'angle 6, dont il faut faire tourner le demi-axe positif Ox de manière que 
son sens coïncide avec celui du segment M,M>, s'appelle angle polaire de ce 
segment. 

L'angle 6 a la même signification qu'en trigonométrie. Par conséquent. à 
6 correspond une infinité de valeurs pen qui diffèrent les unes des autres 
de +2nx (où n est un nombre positif entier). On appelle valeur principale de 
l'angle polaire celle qui vérifie les inégalités —17 << 8 < +. 

Les formules 


X = d-cos 06, Ÿ = d-sin 8 


donnent les projections d'un segment sur les axes de coordonnées en fonction 
de sa longueur et de son angle polaire. D'où les formules 


d=VX2+Y? 
et 
X in 0 = Y 
ven En 


qui donnent la longueur et l'angle polaire du segment en fonction de ses projec- 
tions sur les axes de coordonnées. 


cos 0 — 
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Si on donne deux points M4(71, y) et M2(x2, y>) du plan, leur dis- 
tance d est donnée par la formule 
d= V{z2— 2) + (72 — vi). 


44. Calculer la projection sur l'axe uw d'un segment dont on 
connaît la longueur d et la pente : 


I e > __2n e 
1) d=6, P— ; 2) d = 6, P——); 
3) d=7, p=<; 4) d=5, p—0; 


5) d=5, p=7; 6) d=4, p=—<+. 


&5. Construire les segments issus de l’origine des coordonnées, 
si on connaît leurs projections sur les axes: 


1 X=8 Y=2; 2X—=2 Y=—5; 
DXE=-5 Y=0: HX=-2 Y 23: 
SD X—=0, Y—=3; 6)X—=—5, Y — —1. 


46. Construire les segments d’origine au point M (2, —1), si 
on connaît leurs projections sur les axes: 
a) À = 4, Y —= 3; b) À — 2, Y = 0; 
Cl X=—=9, F—1;: d'Â=—4, Y = — 2; 
e) À = 0, Y=—3; f)X = 1, Y = — 3 
47. On donne les points M4 (1, —2), M, (2, 1), M; (5, 0), 
M,(—1, 4) et M3 (0, —3). Trouver les projections sur les axes 
des segments: 


1) MM 2) M3M1, 3) MMs, 4) M5M3. 


48. On donne les projections X = 5 et Ÿ — — 4 du segment 
MM: sur les axes de coordonnées. Sachant que son origine se 
trouve au point M, (—2, 3), trouver les coordonnées de son extré- 
mité. 

49. On donne les projections X — 4 et Ÿ = — 5 du segment 4B 
sur les axes de coordonnées. Sachant que son extrémité coïncide 
avec le point B (1, —3), trouver les coordonnées de son origine. 

59. Construire les segments issus de l’origine des coordonnées, 
si on connaît la longueur d et l’angle polaire 6 de chacun d'eux: 


mn. - Sp. 
1) d=9, ê=—; 2) d=3, 0=<x; 


1 . …. . 
3) d=4, 0=——; 4)d=3, 0=—<n. 
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51. Construire les segments d’origine au point Âf (2, 3), si 
on connaît la longueur et l'angle polaire de chacun d'eux: 


1) d= REA _ sr. e ss 0 
1) d=2, 0=—-; 2)d=1, 0—-; 3) d=5, 6— 


2 
(le point M est donné par ses coordonnées cartésiennes). 
52. Calculer les projections sur les axes de coordonnées d’un 
segment, si on connaît sa longueur d et son angle polaire 0: 


2 _. e is 
1)d=12, 6=21; 2)d=6, 0=—-+; 


3) d=2, 0=—7.. 
53. On donne les projections des segments sur les axes de 
coordonnées : 
1)X =3, Y = —4; 2) X — 12, Y = 5; 
3) À = — 8, Y — 6. 
Calculer la longueur de chacun d’eux. 
54. On donne les projections des segments sur les axes de 
coordonnées : 
1) X=1, Y=V3; 2)X=3V2, Y——3V2;: 
3) X=—2V3, Y—2. 
Calculer la longueur d et l'angle polaire 6 de chacun d'’eux. 
55. On donne les points 
M; (2, —3), M: (1, —4), M; (—1, — 1) et M, (—4, 8). 
Calculer la longueur et l'angle polaire des segments: 


a) MiMa b) Mis ©) MM d) MM. 


56. La longueur d d’un segment est 5 et sa projection sur l’axe 
des abscisses est 4. Trouver la projection de ce segment sur l’axe 
des ordonnées, si on sait qu'il forme avec cet axe: a) un angle aigu, 
b) un angle obtus. _ 

57. La longueur du segment MN est 13; son origine est le 
point M (3, —2) et sa projection sur l’axe des abscisses est — 12. 
Trouver les coordonnées de l'extrémité de ce segment, si on sait 
qu'il forme avec l’axe des ordonnées : a) un angle aigu, b) un angle 
obtus. 

58. La longueur du segment MN est 17; son extrémité est le 
point V (—7, 3) et sa projection sur l’axe des ordonnées est 15. 
Trouver les coordonnées de l’origine de ce segment, si on sait qu'il 
forme avec l’axe des abscisses : a) un angle aigu, b) un angle obtus. 


2—2569 
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ce + Nr 


59. Connaissant les projections X = 1, Y — — j/3 d’un seg- 
ment sur les axes de coordonnées, trouver sa projection sur un axe 
qui forme avec l'axe Or l'angle 0 — 7 A. 

60. On donne deux points Mi (4, —5) et M2 (4, —1). Trouver 
la projection du segment A7,M, sur un axe qui forme avec l'axe Or 
l'angle 0 — — =. 

61. On donne deux points P (—5, 2) et Q (3, 1). Trouver la 
projection du segment PQ sur un axe qui forme avec l'axe Oz l'angle 


— arcitg : 

62. On donne deux points M, (2, —2) et M: (7, —3). Trouver 
la projection du segment M,M; sur un axe passant par les points 
A (5, —4), B (—7, 1) et orienté: 1) de À à B, 2) de B à A. 

63. On donne les points A (0, 0), B(3, —4), C (—3, 4). 
D (—2, 2) et E (10, —3). Calculer la distance d de: 1) À à P; 
2BàC; 3 AàC;4)CaàD;5) À à D; 6) D à E. 

64. On donne deux sommets consécutifs À (3, —7) et B (—1, 4) 
d'un carré. Calculer son aire. 

65. On donne deux sommets opposés P (3, 5) et Q (1, —3) d'un 
carré. Calculer son aire. 

66. Calculer l'aire d’un triangle équilatéral dont deux des 
sommets sont les points À (—3, 2) et B (1, 6). 

67. On donne trois sommets À (3, —7), B (5, —7), C (—2, 5) 
d'un parallélogramme ABCD dont le quatrième sommet D est 
opposé à B. Calculer la longueur des diagonales du paralléla- 


gramme. . 
68. Le côté d’un losange est 5 V/ 10, deux des sommets opposés 
sont les points P (4, 9) et Q (—2, 1). Calculer l’aire de ce losange. 


69. Le côté d’un losange est 5 V2, deux des sommets opposés 
sont les points P (3, —4) et Q (1, 2). Calculer la longueur de la 
hauteur du losange. 

70. Démontrer que les points À (3, —5), B(—2, —7) et 
C (18, 1) se trouvent sur une même droite. 

71. Démontrer que le triangle de sommets À; (1, 1), A: (2, 3) 
et A3(5, —1) est rectangle. 

72. Démontrer que les points À (2, 2), B (—1, 6), C (—5, 3) 
et D (—2, —1) sont les sommets d'un carré. 

73. Montrer s’il existe un angle obtus parmi les angles inté- 
rieurs du triangle de sommets Mi (1, 1), M2 (0, 2) et M3(2, —1). 

74. Démontrer que tous les angles intérieurs du triangle de 
sommets M (—1, 3), N (1, 2) et P (0, 4) sont aigus. 

75. Les points À (5, 0), B (0, 1) et C (3, 3) sont les sommets 
d'un triangle. Calculer les angles intérieurs. 
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76. Les points À (— V3, 1), B (0, 2) et C (—2 V3, 2) sont 
les sommets d’un triangle. Calculer l’angle extérieur au sommet À. 

77. Trouver sur l’axe des abscisses un point M tel que sa distance 
au point NV (2, —3) soit égale à 5. 

78. Trouver sur l'axe des ordonnées un point M tel que sa 
distance au point NV (—8, 13) soit égale à 17. 

79. On donne deux points À (2, 2) et N (5, —2). Trouver sur 
l'axe des abscisses un point P tel que l’angle MPN soit droit. 

80. Par le point À (4, 2) on mène un cercle tangent aux deux 
axes de coordonnées. Déterminer son centre C et son rayon À. 

81. Par le point M1 (1, —2) on mène un cercle de rayon 5 ei 
tangent à l'axe Or. Déterminer son centre C. 

82. Déterminer les coordonnées du point M; symétrique du 
point M; (1, 2) par rapport à la droite qui passe par les points 
A (1, 0) et B (—1, —2). 

83. On donne deux sommets opposés 4 (3, 0) et C (—4, 1) 
d'un carré. Trouver les deux autres sommets. 

84. On donne deux sommets consécutifs À (2, —1) et B (—1, 3) 
d’un carré. Trouver les deux autres sommets. 

85. On donne les sommets M, (—3, 6), M:(9, —10) et 
M3 (—5, 4) d’un triangle. Déterminer le centre C et le rayon R 
du cercle circonscrit à ce triangle. 


$ ©. Division d’un segment dans un rapport donné 


Si le point M (x, y) se trouve sur la droite joignant les deux points 
Mi (z1, Yi), M2(z2, ya) donnés et on donne le rapport À = ue , dans lequel 
RE 2 
le point M divise le segment M;,M>, les coordonnées du point # sont alors 
données par les formules 
2 =21+hz2 y = the 
1+X 1+X 


Si le point M est le milieu du segment M,M», ses coordonnées sont don- 
nées par les formules 


T zZ 
= Hte, jh 


86. On donne les extrémités À (3, —5) et B (—1, 1) d’une 
tige homogène. Déterminer les coordonnées de son centre de gravité. 

87. Le centre de gravité d'une tige homogène se trouve au 
point JM (1, 4) et l’une de ses extrémités au point P (—2, 2). 
Déterminer les coordonnées du point Q de l’autre extrémité de la tige. 

88. On donne les sommets À (1, —3), B (3, —5) et C (—5, 7) 
d'un triangle. Trouver les milieux des côtés. 


98 


20 ch. 1. Problèmes simples de géométrie plane [89-104 


89. On donne deux points À (3, —1) et B (2, 1). Trouver: 

1) les coordonnées du point M symétrique du point À par rapport 
au point B; 

2) les coordonnées du point V symétrique du point B par rapport 
au point À. 

90. Les points M (2, —1), N (—1, 4) et P (—2, 2) sont les 
milieux des côtés d’un triangle. Déterminer les sommets. 

91. On donne trois sommets À (3, —5), B (5, —3) et C (—1, 3) 
d'un parallélogramme. Trouver le quatrième sommet D opposé 
au sommet B. 

92. On donne deux sommets consécutifs A (—3, 5), B (1, 7) 
d’un parallélogramme et le point d'intersection M (1, 1) de ses 
diagonales. Trouver les deux autres sommets. 

93. On donne trois sommets À (2, 3), B (4, —1) et C (0, 5) 
d'un parallélogramme ABCD. Trouver son quatrième sommet D. 

94. On donne les sommets À (1, 4), B (3, —9), et C (—5, 2) d’un 
triangle. Calculer la longueur de la médiane menée du sommet LB. 

95. Le segment limité par les points À (1, —3) et B (4,3) est 
divisé en trois parties égales. Trouver les coordonnées des points 
de division. 

96. On donne un triangle de sommets À (2, —5), B (1, —2) 
et C(4, 7). Trouver le point d'intersection de la bissectrice de 
l'angle intérieur au sommet B avec le côté AC. 

97. On donne un triangle de sommets A (3, —5), B (—3, 3) 
et C (—1, —2). Calculer la longueur de la bissectrice de l'angle 
intérieur au sommet À. 

98. On donne un triangle de sommets À (—1, —1), B (3, 5) 
et C (—4, 1). Trouver le point d’intersection de la bissectrice 
de l'angle extérieur au sommet À avec le prolongement du côté BC. 

99. On donne un triangle de sommets À (3, —5), B (1, —3) 
et C (2, —2). Calculer la longueur de la bissectrice de l'angle 
extérieur au sommet PB. 

100. On donne trois points À (4, —1), B (3, 3) et C(4, 5) 
situés sur une même droite. Trouver le rapport À dans lequel chacun 
des points divise le segment limité par les deux autres. 

101. Déterminer les coordonnées des extrémités À et B d'un 
segment que les points P (2, 2) et Q (1, 5) divisent en trois parties 
égales. 

é 102. Une droite passe par les points Mi(—12, —13) et 
M2 (—2, —5). Trouver sur cette droite le point d’abscisse 3. 

103. Une droite passe par les points M (2. —3) et N (—6, 5). 
Trouver sur cette droite le point d'ordonnée —5. 

104. Une droite passe par les points À (7, —3) et B (23, —6). 
Trouver le point d’intersection de cette droite avec l'axe des 
abscisses. 
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105. Une droite passe par les points À (5, 2) et B (—4, —7). 
Trouver le point d'’intersection de cette droite avec l'axe des 
ordonnées. 

106. On donne un quadrilatère de sommets À (—3, 12), 
B (3, —4), C'(5, —4) et D (5, 8). Déterminer le rapport dans 
lequel sa diagonale AC partage la diagonale BD. 

107. On donne un quadrilatère de sommets À (—2, 14), 
B (4, —2), C (6, —2) et D (6, 10). Trouver le point d'intersection 
de ses diagonales AC et BD. 

108. On donne les sommets À (x:, y), B (z2, y2) et C'(xs, y:) 


d’une plaque triangulaire homogène. Déterminer son centre de 
gravité. 


Indication. Le centre de gravité se trouve au point d’intersection 
des médiancs. 


109. Le point d'intersection AM des médianes d’un triangle 
se trouve sur l’axe des abscisses, deux de ses sommets coïncident 
avec les points À (2, —3) et B (—5, 1), le troisième sommet C 
étant sur l’axe des ordonnées. Trouver les coordonnées des points 
M et C. 

110. On donne les sommets À (x1, y), B (x2, y2) et C (xs, y3) 
d’une plaque triangulaire homogène. Si on joint les milieux des 
côtés de la plaque on obtient une nouvelle plaque triangulaire 


homogène. Démontrer que les centres de gravité des deux plaques 
coïncident. 


Indication. Utiliser le résultat du problème 108. 


111. Dans une plaque homogène carrée de côté 12 on a découpé 
un carré dont les deux côtés de découpage passent par le centre 
du carré; les axes de coordonnées coïncident avec les grands côtés 
de la plaque (fig. 4). Trouver son centre de gravité. 


y 


22 ch. 1. Problèmes simples de géométrie plane [112-118 


112. Dans une plaque homogène rectangulaire de côtés a et b 
on a découpé un rectangle dont les deux côtés de découpage passent 
par le centre; les axes de coordon- 
nées coïncident avec les grands 
côtés de la plaque (fig. 9). Trou- 
ver son centre de gravité. 

113. Dans une plaque homogène 
carrée de côté 2a on a découpé un 
triangle; la ligne de découpage 
joint les milieux de deux côtés 
adjacents, les axes de coordonnées 
coïncident avec les grands côtés de 
la plaque (fig. 6). Trouver son 
centre de gravité. 
| 114 On a concentré aux points 

FRS A (x, y), B (2, y2) et C (xs, y3) 
les masses m, n et p. Déterminer les 
coordonnées du centre de gravité de ce système de trois masses. 

115. Les points À (4, 2), B (7, —2) et C (1, 6) sont les sommets 
d’un triangle confectionné à l’aide d’un fil de fer homogène. Trouver 
le centre de gravité du triangle. 


$ 6. Aire du triangle 


Quels que soient les trois points À (z:, y), B (x2, y2), C (xs, gs), l'aire S 
du triangle ABC est donnée par la formule 


se 4 |T2—2Z1 V2—ÿi 
2 |zs—21 ys3—wl" 
Le second membre de cette formule est égal à + S chaque fois que la plus 


courte rotation pour faire coïncider le segment AB avec Île segment AC est 
positive, et à —S$ chaque fois qu'une telle rotation est négative. 


116. Calculer l'aire des triangles dont les sommets sont les 
points: 


1) A (2, —3), B(3, 2) et C(—2, 5); 
2) M; (—3, 2), M2 (9, — 2) et M ; (1, 8) ; 
3) M(3, —4), N(—2,3) et P(4,5). 


117. Les sommets d’un triangle sont les points À (3. 6), 
B (—1, 3)et C (2, —1). Calculer la longueur de la hauteur abaissée 
du sommet C. 

118. Calculer l’aire d’un parallélogramme dont trois des sommets 
sont les points À (—2, 3), B (4, —5) et C (—3, 1). 
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119. Trois des sommets d’un parallélogramme sont les points 
A (3, 7),B (2, —3) et C (—1, 4). Calculer la longueur de la hauteur 
abaissée du sommet B sur le côté AC. 

120. On donne les sommets successifs À (2, 1), B (5, 3), 
C(—1, 7) et D(—7, 5) d'une plaque homogène quadrilatère. 
Trouver les coordonnées de son centre de gravité. 

121. Soient À (2, 3), B (0, 6), C (—1, 5), D (0, 1) et E (1, 1) 
les sommets consécutifs d’une plaque homogène pentagonalc. 
Trouver les coordonnées de son centre de gravité. 

122. L'aire d’un triangle est S$ — 3, deux de ses sommets sont 
les points À (3, 1) et B (1, —3), le troisième C étant sur l’axe Oy. 
Trouver les coordonnées du sommet C. 

123. L’aire d’un triangle est S$ — 4, deux de ses sommets sont 
les points À (2, 1) et B (3, —2), le troisième C étant sur l’axe Or. 
Trouver les coordonnées du sommet €. 

124. L'aire d’un triangle est S — 3, deux de ses sommets sont 
les points À (3, 1) et B (1, —3), le centre de gravité de ce triangle 
étant sur l'axe Oz. Trouver les coordonnées du sommet C. 

125. L'aire d’un parallélogramme est S$ — 12 unités de surface ; 
deux de ses sommets sont les points À (—1, 3) et B (—2, 4). Trouver 
les deux autres sommets si on sait que le point d’intersection de ses 
diagorates se trouve sur l'axe des abscisses. 

126. L'aire d’un parallélogramme est S -— 17 unités de surface ; 
deux des sommets coïncident avec les points À (2, 1) et B (5, —3). 
Trouver les deux autres sommets si on sait que le point d’intersec- 
tion des diagonales se trouve sur l'axe des ordonnées. 


$ 7. Transformation des coordonnées 


La transformation des coordonnées cartésiennes rectangulaires dans une 
translation est donnée par les formules 


z=z+a y=y +b. 


Dans ces expressions z, y sont les coordonnées d’un point quelconque M du plan 
par rapport à l'ancien système de coordonnées; x’, y’ sont Îles coordonnées du 
même point par rapport au nouveau système de coordonnées; a, b sont les 
coordonnées de la nouvelle origine O’ par rapport aux arcivns axes (on dit 
également que a est la grandeur de la translation suivant l'axe des abscisses 
et b la grandeur de la translation suivant l'axe des ordonnées). 

Dans le cas d’une rotation des axes d'angle & (qu'il faut comprendre comme 
en trigonométrie) la transformation des coordonnées cartésiennes rectangulaires 
est donnée par les formules 


z = z'COS & — y'Sin &, 
y = z'sin & + y'cos a. 
Dans ces expressions z, y sont les coordonnées d'un point quelconque W du 


plan par rapport à l'ancien système de coordonnées; x”, y’ sont les cuordonnées 
du même point par rapport aunouveau sy stème de coordonnées. 
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Les formules 

z=z" cosa — y’ sina<+a, 

y = z’ sin @ + y’ cos œ + b 
donnent la transformation des coordonnées pour une translation du système 
de coordonnées de grandeur a suivant l’axe Oz et de grandeur b suivant l'axe 
Oy, et une rotation des axes d'angle &. Toutes ces formules correspondent à 
des transformations de coordonnées laissant l'échelle des longueurs invariante. 
On suppose aussi que l'échelle des longueurs est invariante dans les problèmes 


proposés ci-dessous. 

127. Donner les formules de transformation des coordonnées 
dans le cas où l’origine (sans changer l'orientation des axes) est 
translatée aux points: 1) À (3, 4); 2) B (—2, 1); 3) C (—3, 5). 

128. L'origine des coordonnées a été translatée (sans changer 
l'orientation des axes) au point ©” (3, —4). Les coordonnées des 
points À (1, 3), B (—3, 0) et C (—1, 4) sont données par rapport 
au nouveau système. Calculer les coordonnées de ces points par 
rapport à l’ancien système. 

129. On donne les points À (2, 1), B (—1, 3) et C (—2, 5). 
Trouver leurs coordonnées par rapport au nouveau système si l’ori- 
gine des coordonnées a été translatée (sans changer l'orientation des 
axes): 1) au point À; 2) au point B; 3) au point C. 

130. Déterminer les anciennes coordonnées de l’origine O0’ du 
nouveau système si les formules de transformation des coordonnées 
sont les suivantes: 

1)z=2 +3, y=y +5; 2)z=2 —-2,y=y +1; 

3) 2 = x, y=Yy —1Â; 4) z—2 —5, y = y. 

131. Donner les formules de transformation des coordonnées 
dans les cas où les axes de coordonnées subissent une rotation de: 
4) 60°; 2) —45°; 3) 90°; 4) —90°; 5) 180°. 

132. Les 2xes de coordonnées ont subi une rotation d’un angle 
æ = 60°. Les coordonnées des points À (23, —4), B (V3, 0) 
et C (0, —2 V3) sont données par rapport au nouveau système. 
Ouelles étaient les coordonnées de ces points dans l’ancien système? 

533. On donne les points M (3, 1), N (—1, 5) et P (—3, —1). 
Trouver leurs coordonnées par rapport au nouveau système si on 
sit que les axes ont subi une rotation de: 

1) —45°; 2) 90°; 3) —90°; 4) 180°. 

134. De quel angle «& les axes ont-ils été tournés si les formules 

de transformation des coordonnées sont 


1) de V3 


, r 1 À ,7 
D 2 UT 2 vor 


3 , LE ; 3 
2)2= V3 +SYn Y=—3%z FA Pa 
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135. Déterminer les coordonnées du point O0” de la nouvelle 
origine des coordonnées si le point À (3, —4) est sur le nouvel 
axe des abscisses et le point B (2, 3) sur le nouvel axe des ordonnées; 
en outre, les axes de l’ancien et du nouveau système de coordonnées 
conservent le même sens. 

136. Donner les formules de transformation des coordonnées 
dans le cas où le point M; (2, —3) est sur le nouvel axe des abscisses 
et le point M, (1, —7) sur le nouvel axe des ordonnées; en outre, 
les axes de l’ancien et du nouveau système de coordonnées conservent 
le même sens. 

137. Deux systèmes d’axes de coordonnées Or, Oy et Oz’, Oy° 
ont une origine O0 commune et se transforment l’un en l’autre à l’aide 
d'une rotation d’un certain angle. Les coordonnées du point 
A (3, —4) sont données par rapport au premier système. Déduire 
les formules de transformation des coordonnées si l’on sait que le 
sens positif de l’axe Ox” coïncide avec celui du segment orienté OA. 

138. L'origine des axes a été translatée au point ©" (—1, 2), 


les axes ont subi une rotation d’un angle & = arctg 5: Les coor- 


données des points M, (3, 2), M2 (2, —3) et M3 (13, —13) sont 
données par rapport au nouveau système. Calculer les coordonnées 
de ces points par rapport à l’ancien système. 

139. On donne trois points À (95, 9), B (2, —1), C (12, —6). 
Trouver leurs coordonnées par rapport au nouveau système si l’on 
sait que l'origine des coordonnées a été translatée au point B et 


que les axes ont subi une rotation d'angle & — arctg + 


140. Déterminer les anciennes coordonnées de la nouvelle origine 
et l'angle & dont les axes ont été tournés si les formules de trans- 
formation des coordonnées sont données par les égalités suivantes: 


1A)z=—y +3, y=z —2;, 2)x——z —1, rh dbise 
3)2=Vr+Viyus, y= — EP ue y — 3. 


141. On donne deux points: 441 (9, —3) et M2 ra 9). L'ori- 
gine des coordonnées a été translatée au point M, et les axes ont 
subi une rotation de sorte que le sens positif du nouvel axe des 
abscisses coïncide avec le sens du segment orienté M,M:. Trouver 
les formules de transformation des coordonnées. 

142. L'axe polaire d’un système de coordonnées polaires est 
parallèle à l’axe des abssisses d’un système de coordonnées carté- 
siennes rectangulaires et de même sens. On donne les cocraonnées 
cartésiennes du pôle O (1, 2) et les coordonnées poisires des 


points M, (7, 2), M2(8, 0), M, (5, — 5), M (2, z a) et 
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€ T # . æ #® 
UE (2, — =). Déterminer les coordonnées cartésiennes de ces 


points. 

143. Le pôle d’un système de coordonnées polaires coïncide 
avec l’origine d’un système de coordonnées cartésiennes rectangulai- 
res, l’axe polaire est orienté suivant la bissectrice du premier quart 


de plan. On donne les coordonnées polaires des points M, (5, =) : 
M (3, — =) , M3 (1, £ x) » Mi (6, — a) et M; (2, —s) . 


Déterminer leurs coordonnées cartésiennes. 

144. L’axe polaire d'un système de coordonnées polaires est 
parallèle à l’axe des abscisses d’un système de coordonnées carté- 
siennes rectangulaires et de même sens. On donne les coordonnées 
cartésiennes du pôle © (3, 2) et des points M, (5, 2), M: (3, 1), 
M:(8,5), M.(B8+V2,2—V2) et M,;(3+ V3, 3). Détermi- 
ner les coordonnées polaires de ces points. 

145. Le pôle d’un système polaire de coordonnées coïncide avec 
l'origine de coordonnées cartésiennes rectangulaires, l’axe polaire 
est orienté suivant la bissectrice du premier quart de plan. On donne 


les coordonnées cartésiennes des points M; (—1, 1), M: (V2, — V 2), 


M; (1, V 3), M, (—V 3, 1) et M, (2 V3, —2). Déterminer leurs 
coordonnées polaires. 


Chapitre2 
ÉQUATION D'UNE COURBE 


8 8. Fonction de deux variables 


Si la loi d'après laquelle à chaque point M du plan (ou d’une partie du 
plan) on fait correspondre un nombre u, on dit alors qu’une fonction du point 
M est donnée sur le plan (ou dans cette partie du plan); quand une fonction 
est donnée symboliquement on l’exprime par une égalité de la forme u = 
= f (M). Le nombre u qui correspond au point M cast appelé valeur de la 
fonction au point M. Par exemple, À étant ua point fixé sur le plan et M un 
point quelconque, la distance de À à M est une fonction du point M. Dans ce 
cas, f (M) = AM. 

Soient donnés une fonction quelconque u = f (M) et un système de coor- 
données. Alors le point arbitraire M est déterminé par ses coordonnées z, y. 
Ainsi donc, la valeur de la fonction au point W est déterminée par les cvor- 
données z, y, ou, comme on dit encore, u = f (M) est fonction de deux varia- 
bles z et y. Une fonction de deux variables r, y est notée par le symbole 
fr, y); Si f (M) = f (x, y), on dit alors que la formule u = f (zx, y) est l'ex- 
pression de la fonction dans le système de coordonnées choisi. Ainsi, dans 
l'exemple précédent f (M) = A M ; si l'on introduit un système de coordonnées 
cartésiennes rectangulaires d’origine au point À, on obtient alors pour l'expres- 
sion de cette fonction: 

u= Vr°+yt. 


146. On donne deux points P et @, distants de a, et la fonc- 
tion f (M) = d — di, où dj = MP et d; = MQ. Trouver l’expres- 
sion de cette fonction, si on prend Je point P comme origine des 
coordonnées et que l’axe Oz soit orienté suivant le segment PQ. 

147. Trouver dans les conditions du problème 146 l'expression 
de la fonction f (M) (directement, puis à l’aide d’une transformation 
de coordonnées, en utilisant les résultats du problème 146) si on 
sait que: 

1) l’origine des coordonnées est choisie au milieu du segment PQ 
et l’axe Ox est orienté suivant le segment PQ: 

2) l'origine des coordonnées est choisie au point P et l'axe Oz 
est orienté suivant le segment QP. 

148. On donne le carré ABCD de côté a et la fonction f (M) — 
— d? + di -+ di + dé, où d = MA, d, = MB, d; = MC et d, — 
— MD. Trouver l'expression de cette fonction, si on prend pour 
axes de coordonnées les diagonales du carré (l’axe Ox étant orienté 


suivant le segment AC et l'axe Oy suivant le segment BD). 
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149. Trouver dans les conditions du problème 148 l'expression 
de f (M) (directement, puis à l’aide d’une transformation de coordon- 
nées, en utilisant les résultats du problème 148), si on sait que 
l'origine des coordonnées est choisie au point À et les axes sont 


orientés suivant les côtés du carré (l’axe Oz suivant le segment 4B 


et l’axe Oy suivant le segment AD). 

150. On donne la fonction f(x, y) = 2° + y? — Gx + 8y. 
Trouver l'expression de cette fonction dans le nouveau système 
de coordonnées dont l’origine a subi une translation (sans que l’on 
modifie le sens des axes) et coïncide avec le point ©” (3, —4). 

151. On donne la fonction f(x, y) = x? — y — 16. Trouver 
l'expression de cette fonction dans le nouveau système de cocrdon- 
nées dont les axes ont subi une rotation d'angle —45°. 

152. On donne la fonction f (x, y) — 2° + y*. Trouver l’expres- 
sion de cette fonction dans le nouveau système de coordonnées 
dont les axes ont subi une rotation d’angle «&. 

153. Trouver un point tel qu'en y transportant l’origine des 
coordonnées l’expression de la fonction f (x, y) — z° — 4y° — 6x + 
+ 8y + 3 après transformation ne contienne pas de termes du 
premier degré par rapport aux nouvelles variables. 

194. Trouver un point tel qu’en y transportant l’origine des 
coordonnées l'expression de la fonction f(x, y) — 2° — 4ry - 
+ 4y? + 2x + y — 7 ne contienne pas de termes du premier degré 
par rapport aux nouvelles variables. 

155. De quel angle faut-il faire tourner les axes de coordonnées 
pour que l'expression de la fonction f(x, y) — x° — 2zy + y? — 
— 6x + 3 après transformation ne contienne pas de terme du pro- 
duit des nouvelles variables ? 

156. De quel angle faut-il faire tourner les axes de coordonnées 
pour que l'expression de la fonction f (x, y) = 3x? + 2 V3 xy + y° 
après transformation ne contienne pas de terme du produit des 
nouvelles variables ? 


$ 9. Nôtion d'équation d'une courbe. 
Représentation d'une courbe à l’aide d’une équation 


Unc égalité de la forme F (zx, y) = 0 est appelée équation à deux varia- 
bles z, y si elle n'est vraie que pour certains couples de nombres =, y. On dit 
que deux nombres z = zo, y = yo Vérifient une équation de la forme F (x, y) = 
— 0 si après substitution de ces nombres aux variables z et y son premier mem- 
bre s’annule. 

On appelle équation d’une courbe donnée (dans un système de coordonnées 
fixé) une équation à deux variables qui est vérifiée par les coordonnées de 
tout point situé sur cette courbe et n'est pas vérifiée par les coordonnées de 
tout point qui n'appartient pas à cette courbe. 
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Dorénavant, l'expression « soit l'équation de la courbe F(r, y) = 0» 
sera fréquemment remplacée par l'expression plus courte « soit la courbe 
F (x, y) = Os. 

Si on donne les équations de deux courbes F (zx, y) = 0 et ® (x, y) = 0, la 
solution du système 

F(x, y)=0, 

O(z, y)=0 
donne tous les points de leur intersection. Plus précisément, chaque couple de 
nombres de la solution de ce système détermine un des points d'intersection. 


157. On donne les points * 4, (2, —2), M, (2, 2), M3(2, —1), 
Mi (3, —3), Ms(5, —5), Ms(3, —2). Trouver les points qui 
se trouvent sur la courbe d’équation z + y = 0 et ceux qui n’appar- 
tiennent pas à cette courbe. Quelle est la courbe définie par cette 
équation? (Construire cette courbe.) 

158. Trouver sur la courbe d’équation 1° + y* — 25 les points 
d’abscisses : a) 0; b) —3; c) 5; d) 7; les points d’ordonnées: e) 3; 
f) —5; g) —8. Quelle est la courbe définie par cette équation? 
(Construire cette courbe.) 

159. Quelles sont les courbes définies par les équations suivan- 
tes? (Construire ces courbes) : 


1)z—y—=0; 2)rz+y—0; 3)r—2—0; 

4 z+3—=0; 5) y—-5=0; 6)y+2—0; 
7)z=0; 8) y—0; 9) x — zxy = 0; 10) xy + y = 0; 

11) x — y — 0; 12) zy = 0; 13) y — 9 = 0; 


14) 2° — 8x + 15 = 0; 15) y° + 5y + 4 = 0; 
16) y — Try + 10y = 0; 17) y = 1x]; 18) x = |yl; 
19 y+]1z1=0; 20)z+lyl|=0; 
21) y=[x—1|; 22) y=|r+2|; 23) z°+y*=16; 


24) (x — 2} + (y—1$ = 16; 25) (x + 5) + (y — 1} = 9; 
26) (7 —1P+y=4; 27 2 +(y+3} —1; 
28) (zx — 3} + y = 0; 29) x° + 2y* = 0; 

30) 22° + 3y° + 5 — 0; 31) (x — 2} + (y + 3} + 1 = 0. 


160. Etant données les courbes 
1)z+y=0; 2)xzx—y—0; 3) x? + y° — 36 = 0; 
4) + y — 2x + y = 0; 9) 2° + y° + 4x — 6y — 1 = O0, 


trouver celles qui passent par l’origine des coordonnées. 


* Chaque fois que le système de coordonnées n’est pas spécifié, il est sous- 
entendu qu'on a en vue un système de coordonnées cartésiennes rectangulaires. 
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161. On donne les courbes: 
4) z° + y* = 49; 2) (zx — 3} + (y + 4}? = 25; 
3) (+6 +(y—3} =25; 4) (x + 5) + (y — 4ÿŸ = 9; 
9) z* -i y* — 127 + 16y = 0; 6) z° + y° — 2x + 8y + 7 = 0; 

7) z° + y — 6x + 4y + 12 = O. 

Trouver leurs points d'intersection: a) avec l’axe Oz; b) avec 
l'axe Oy. 

162. Trouver les points d'’intersection des courbes: 


1) x + y = 8, T — y — 
2) z° + y* — 167 + 4y + 18 — 0, x + y = 0; 

3) z° + y — 2x + 4y — 3 — O0, x? —- y° = 25; 
4) 2° | y? — 8x + 10y + 40 = 0, zx° -;- y° = 4. 


163. On donne dans un système de coordonnées polaires les 
points 


M, (1, +) , M2(2,0), Ms (2, +). 


| fz A 2 
| M, (1 3, +) et M, (1, 5x). 
Trouver les points qui se trouvent sur la courbe d’équation en 
coordonnées polaires p — 2 cos 6 et ceux qui n’appartiennent pas 
à cette courbe. Quelle est la courbe définie par cette équation? 
(Construire la courbe.) 


164. Trouver sur la courbe définie par l'équation p — —. les 


points dont les angles polaires sont: a) Z: b) — . : ©) O0; d) F | 
Quelle est la courbe définie par cette équation? (Construire cette 
courbe.) 

1 
_ sin 6 
les points dont les rayons polaires sont: a) 1; b) 2; c) V2. Quelle 
est la courbe définie par cette équation? (Construire cette courbe.) 

166. Quelles sont les lignes définies en coordonnées polaires 
par les équations suivantes? (Construire ces courbes.) 


1) p=5; 2) 0—— ; 3) 0=—Z; 
4) pcos6 = 2; 5) psin8—=1; 6) o—6cos8; 


165. Trouver sur la courbe définie par l'équation p — 


7) p—10sin0; 8) sin 8=— ; 9) sinp=+. 
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167. Construire les spirales d’Archimède suivantes : 


0 
1)p=28. 2)p=50; 3)p=; 4) p= +. 


F1 


168. Construire les spirales hyperboliques: 
1 5 
Dp=r; 2p=+; 3)p=T; 4) p=—-<. 
169. Construire les spirales logarithmiques: 
118 
1) p=2°, p:=(5). 


170. Calculer la longueur des segments que la spirale d’Archi- 
mède p -— 30 découpe sur un rayon issu du pôle et faisant avec 
l'axe polaire l'angle 0 — =. Donner la construction. 

171. On choisit sur la spirale d’'Archimède 


6) 
p=—0 


un point C de rayon polaire 47. Calculer en combien de parties cette 
spirale coupe le rayon polaire du point C. Donner la construction. 
172. Trouver sur la spirale hyperbolique 


6 
P=T 


un point P de rayon polaire 12. Donner la construction. 
173. Trouver sur la spirale logarithmique 


p = 3 


un point Q de rayon polaire 81. Donner la construction. 


$ 10. La mise en équation d’une courbe donnée 


Dans les exercices du paragraphe précédent. les courbes étaient données à 
l'aide d’une équation. Ici nous aurons à résoudre le problème inverse: trou- 
ver l'équation d'une courbe définie géométriquement. 

Exemple 1. Dans un système de coordonnées cartésiennes rectanzu- 
laires, former l'équation du lieu géométrique des points dont la somme des 
carrés des distances aux points donnés À, (—a, 0) et 4: (a, 0) est la quantité 
constante 4aï. 

Solution. Désignons par M un point quelconque de la courbe et par 
z et y ses coordonnées. Puisque le point M est arbitraire sur la courbe, z el y 
sont des quantités variables; on les appelle coordonnées courantes. 

Ecrivons sous forme symbolique la propriété géométrique de la courbe 


(MA:)° + (MA:2)° = 4a*°. (1) 


Dans cette dernière relation, si M se déplace, les longueurs MA, et A142 
varient. Exprimons-les à l’aide des coordonnées courantes du point M: 
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MA= VE+a +, MAz= Va +. 


En substituant les expressions obtenues dans l'égalité (1), on trouve une équa- 
tion donnant un lien entre les coordonnées x, y du point Af: 


(x + a) = y$ + (z — a) + y° = 4aë. (2) 
Ce n'est autre que l'équation de la courbe donnée. 

En effet, la condition (1) est remplie pour chaque point M de cette courbe 
et, par conséquent, les coordonnées du point Af satisfont à l'équation (2); pour 
chaque point M qui n'appartient pas à cette courbe, la condition (1) n’est pas 

remplie ot, par conséquent, ses coordon- 

M nées ne satisfont pas à l'équation (2). 
; Ainsi le problème est résolu. Toute- 
fois on peut simplifier l'équation (2); 
ouvrant les parenthèses et réduisant les 
termes semblables nous trouvons l’équa- 
tion de la courbe donnée sous la forme 


r'+yt= at. 


On voit aisément que cette courbe est un 
cercle centré à l’origine des coordonnées 
et de rayon a. 
Exemple 2. Dans un système de 
Fie. 7 coordonnées Ne former l'équation 
G- d'un cercle de centre C (po; 60) et de 
rayon r (fig. 7). 

Solution. Désignons par M un point quelconque du cercle ct par p 
et 0 ses coordonnées polaires. Puisque le point M peut occuper une position 
arbitraire sur le cercle, p et 6 sont des quantités variables. Comme dans le cas 
de coordonnéos cartésiennes, on les appelle coordonnées courantes. 

Tous les points du cercle se trouvent à une distance r du centre; écrivons 
sous forme de symbole cette condition 


CM=r. (1) 
Exprimons CM à l'aide des coordonnées courantes du point M (en utilisant 
le théorème du cosinus, fig. 7): 


CM = V/p?+p3—2pob cos (8 — 0). 
En substituant l'expression obtenue dans l'égalité (4) on trouve une équa- 
tion établissant un lien entre les coordonnées p, Ô du point À : 


V'p2+ p8 — 2pop cos (B— 0o) = r. (2) 
Ce n'est autre que l'équation du cercle donné. 

En effet, la condition (1) est remplie pour tout point M du cercle et, par 
conséquent, les coordonnées du point M satisfont à ‘équation (2); pour tout 
point M qui ne se trouve pas sur le cercle, la condition (1) n’est pas remplie 
et, par conséquent, ses coordonnées ne satisfont pas à l'équation (2). 

Ainsi le problème est résolu. 11 ne reste plus qu'à simplifier l'équation 
et à la mettre sous une forme exempte de radical: 


p? — 2pop cos (8 — 00) = r° — ps. 


174. Former l'équation du lieu géométrique des points qui 
se trouvent à égale distance des axes de coordonnées. 

175. Former l'équation du lieu géométrique des points qui 
se trouvent à la distance a de l’axe Oy. 
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176. Former l'équation du lieu géométrique des points qui 
se trouvent à la distance b de l'axe Oz. 

177. On mène du point P (6, —8) tous les rayons possibles qui 
coupent l'axe des abscisses. Former l'équation du lieu géométrique 
de leurs milieux. 

178. On mène du point C (10, —3) tous les rayons possibles 
qui coupent l'axe des ordonnées. Former l'équation du lieu géomé- 
trique de leurs milieux. 

179. Former l'équation de la trajectoire du point qui se trouve 
à chaque instant de son mouvement à égale distance des points: 


1) A (2, 2) et B (2, 3): 2) A(5, —1) et B (1, —5);: 
3) A (5, —2) et B(—3, —2); 4) À (3, —1) et B (3, 5). 


180. Former l'équation du lieu géométrique des points dont 
la différence des carrés des distances aux points À (—a, 0) et 
B (a, 0) est c. 

181. Former l'équation du cercle centré à l’origine des coordon- 
nées et de rayon r. 

182. Former l'équation du cercle centré au point C (&, B) et 
de rayon r. 

183. On donne l'équation du cercle zx? + y* — 25. Former 
l'équation du lieu géométrique des milieux des cordes de longueur 8. 

184. Former l'équation du lieu géométrique des points dont 
la somme des carrés des distances aux points À (—3, 0) et B (3, 0) 
est 90. 

185. Les sommets d’un carré sont À (a, a), B(—a, a), 
C (—a, —a), D (a, —a). Former l'équation du lieu géométrique 
des points dont la somme des carrés des distances aux côtés du carré 
est la quantité constante 6afî. 

186. On mène par l’origine des coordonnées toutes les cordes 
possibles du cercle (x — 8} + y? = 64. Former l'équation du lieu 
géométrique des milieux des cordes. 

187. Former l'équation du lieu géométrique des points dont 
la somme des distances à deux points donnés Fi (—3, 0) et F; (3, 0) 
est une quantité constante 10. 

188. Former l'équation du lieu géométrique des points dont 
la différence des distances à deux points donnés F4 (—5, 0) et 
F;, (5, 0) est une quantité constante 6. 

189. Former l'équation du lieu géométrique des points dont 
les distances à un point donné F (3, 0) sont égales aux distances 
de ces mêmes points à la droite donnée x + 3 — 0. 

190. Former l'équation du lieu géométrique des points dont 
la somme des distances à deux points donnés F, (—c, 0) et F, (c, 0) 
est la quantité constante 2a. Ce lieu géométrique est une ellipse 
dont les points F;, et F, sont les foyers. 
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Démontrer que l’équation de l’ellipse est de la forme 


z3 


+=, 


où b3 — a? — ci. 

191. Former l'équation du lieu géométrique des points dont 
la différence des distances à deux points donnés F;, (—c, 0) et 
F;, (c, 0) est la quantité constante 2a. Ce lieu géométrique est une 
hyperbole dont les points F, et F, sont les foyers. 

Démontrer que l'équation de l'hyperbole est de la forme 

z? y3 
m1 
où D? = ci — a. 
192. Former l'équation du lieu géométrique des points dont 


les distances à un point donné F ( : 0} sont égales aux distances 


de ces mêmes points à la droite donnée zx — — + - Ce lieu géomé- 


trique est une parabole dont le point F est le foyer et la droite 
donnée sa directrice. 

193. Former l'équation du lieu géométrique des points dont 
le rapport des distances à un point donné F (—4, 0) aux distances 


de ces mêmes points à la droite donnée 4x + 25 — 0 est F 


194. Former l'équation du lieu géométrique des points dont 
le rapport des distances à un point donné F (—5, 0) aux distances 


de ces mêmes points à la droite donnée 5x + 16 — 0 est 2. 


195. Former l'équation du lieu géométrique ües points dont 
les plus courtes distances à deux cercles donnés (x + 3)° + y? — 1, 
(zx — 3)? + y* — 81 sont égales entre elles. 

196. Former l'équation du lieu géométrique des points dont 
les plus courtes distances à deux cercles donnés (x + 10)? + y? — 
— 289, (x — 10)? + y? — 1 sont égales entre elles. 

197. Former l'équation du lieu géométrique des points dont 
les distances les plus courtes à un cercle donné (x — 5)? + y? — 9 
et à une droite donnée x + 2 — 0 sont égales entre elles. 

198. Une droite perpendiculaire à l'axe polaire définit sur 
celui-ci un segment de grandeur 3. Former l’équation de cette droite 
en coordonnées polaires. 


199. Un rayon issu du pôle forme un angle de + avec l’axe 


polaire. Former l'équation de ce rayon en coordonnées polaires. 
200. Une droite issue du pôle forme un angle de 45° avec l’axe 
polaire. Former l'équation de cette droite en coordonnées polaires. 
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201. Former en coordonnées polaires l’équation du lieu géomé- 
trique des points dont les distances à l’axe polaire sont égales à 5. 
202. Un cercle de rayon R — 5 passe par le pôle et a son centre 
sur l’axe polaire. Former l'équation de ce cercle en coordonnées 
polaires. 
203. Un cercle de rayon À = 3 est tangent au pôle à l’axe polai- 
re. Former l'équation de ce cercle en coordonnées polaires. 
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Désignons par z et y les coordonnées d’un point quelcunque # ; considérons 
les deux fonctions de l’argument !: 
z= (1), 
SE co) 
y = (1). 

Si t varie, les quantités z et y, en général, varieront et le point M se dépla- 
cera. Les égalités (1) sont appelées équations paramétriques de la courbe, tra- 
jectoire du point M; la variable t s'appelle pa- 
ramètre. Si l’on peut éliminer le paramètre !t 
de l'égalité (1), on obtient l'équation de trajec- 77 
toire du point M sous la forme 


F (z, y) = 0. 


204. Les extrémités À et B d'une tige 
AB glissent sur les axes de coordonnées. 
Le point M partage la tige en deux par- 
ties AM = aet BM = b. Trouver les équa- 
tions paramétriques de la trajectoire du 2 
point M en prenant comme paramètre 


ON 
l'angle { — OBA (fig. 8). Eliminer en- 
suite le paramètre { et trouver l'équation de la trajectoire du point 
M sous la forme F' (x, y) = 0. 


205. La trajectoire d’un point M est l'ellipse d'équation + 


Fig. 8 


2 
+5 — 1 (cf. le problème 190). Trouver les équations paramétri- 


ques de cette trajectoire en prenant pour paramètre t l'angle formé 
par le segment OM et l'axe Or. 

: 206. La trajectoire d’un point M est l'hyperbole d'équation 
_ = e = 1 (cf. le problème 191). Trouver les équations para- 
métriques de cette trajectoire en prenant pour paramètre f l'angle 
formé par le segment OM et l'axe Oz. 

207. La trajectoire d'un point M est la parabole d'équation 

y* — 2pz (cf. le problème 192). Trouver les équations paramétriques 
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de cette trajectoire en prenant pour paramètre !: 
4) l’ordonnée du point M; 
2) l'angle- formé par le segment OM et l'axe Oz: 
3) l'angle formé par le segment FM et l’axe Oz, le point F étant 


le foyer de la parabole. 
208. On donne les courbes d’équations polaires: 


cos 8 


1) p=2Rcos0; 2) p=—2Rsin0; 3) P=2P 6 : 


Trouver les équations paramétriques de ces courbes en coordonnées 
cartésiennes rectangulaires si on fait coïncider le demi-axe positif 
des abscisses avec l’axe polaire et en prenant l’angle polaire nour 


paramètre. 
209. On donne les courbes d'équations parameétriques: 


1) z==#7— 21 +1, | 2) z—acost, | 3) z=asect, | 


y—=t—1; y=asint; y—=btgt; 


a 1 
4) z=— (++) | 5) z=2R cos? f, | 6) x=R sin 2?, | 
b (21); y =Rsin2t; y=2Rsin"t; 
Ep) 
7) x= 2pcotg’t, | 
y=2pcotgt; 


trouver, après avoir éliminé le paramètre f, les équations de ces 
courbes sous la forme F (x, y) = 0. 


Chapitre3 
COURBES DU PREMIER DEGRÉ 


$ 12. Equation générale de la droite. 
Equation de la droite dont on connaît le coefficient angulaire. 
Angle de deux droites. 
Conditions de parallélisme et de perpendicularité de deux droites 


En coordonnées cartésiennes, une droite quelconque est définie par une 
équation du premier degré, et, inversement, toute équation du premier degré 
définit une droite. 

L'équation de la forme 

Az+By+C=0 (1) 


est appelée équation générale de la droite. 

L'angle «&, défini comme l'indique la fig. 9, est appelé angle d'inclinaison 
de la droite par rapport à l’axe Oz. La tangente de l’angile d'inclinaison de la 
droite par rapport à l’axe Oz est appelée coef- 


ficient angulaire de la droite; il est, d'ordinai- Y 
re, noté par la lettre K: 
k = tg a. 
L'équation y —= kzx + b est appelée équation 
d'une droite en fonction de son coefficient an- b 


gulaire ; k est le coefficient angulaire, b le seg- 
ment découpé par la droite sur l'axe Oy à par- 
tir de l'origine. Û Z 

Si la droite est donnée par l'équation géné- 
rale Fi 

ig. 9 
Az+By+C=0, 
son coefficient angulaire est alors donné par la formule 
A 


k — TR . 
L'équation y — ys = k(r — ro) est l'équation de la droite qui passe 
par le point Mo (xo, yo) et a pour un coefficient angulaire k. 
Si la droite passe par les points M, (x1, y:) et M2 (x2, y2), son coefficient 
angulaire est donné par la formule 


RE Yo — V1 | 
h _ To— TT, 
L'équation 
TL, Y—Y; 
To—T: V2 — Yi 


est l'équation de la droite qui passe par les deux points 
Mizs y) et Moze vo). 


Si l’on connaît les coefficients angulaires k, et k: de deux droites, alors 
l’un des angles ® formé par ces droites est donné par la formule 


 ko—ks 
DR dE rev re 7 
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Le critère de parallélisme de deux droites est 


ki, = ko. 
Le critère de perpendicularité de deux droites est 
1 
kiko = — { ou ko — TH : 


Autrement dit, les cocfficients angulaires de deux droites perpendiculaires 
sont inverses en valeur absolue et de signe contraire. 


210. Déterminer parmi les points M, (3, 1), M: (2, 3), M: (6, 3), 
Mi (—3, —3), M; (3. —1), M3 (—2, 1) ceux qui se trouvent sur 
la droite 2r — 3y — 3 — 0 et ceux qui n’appartiennent pas à cette 
droite. 

211. Les points P,, P:, P3, P, et P, se trouvent sur la droite 
3x — 2y — 6 = 0; leurs abscisses sont respectivement 4, 0, 2, —2 
et —6. Trouver leurs ordonnées. 

212. Les points Q,. Q:, Q:, Q, et Q: se trouvent sur la droite 
z — 3y + 2 = 0; leurs ordonnées sont respectivement 1, 0, 2, —1, 3. 
Trouver leurs abscisses. 

213. Trouver les points d’intersection de la droite 2r — 3y — 
— 12 = 0 avec les axes de coordonnées et construire cette droite. 

214. Trouver le point d'intersection des droites 


3x — 4y — 29 — 0, 2x + 5y + 19 = 0. 

215. Les côtés AB, BC et AC d’un triangle ABC sont donnés 
respectivement par les équations * 

4x + 3y—5—=0, z— 3y+10—0, x —2— 0. 
Trouver les coordonnées de ses sommets. 

216. On donne les équations de deux côtés d’un parallélogramme 

8x + 3y+1—=0, 2+y—1—-0 
et l'équation de l’une de ses diagonales 
3x + 2y + 3 = 0. 

Trouver les coordonnées de ses sommets. 

217. Les côtés d'un triangle se trouvent sur les droites 

z+5y—7—0, 3x—-2y —-4—0, 7z+y+19 = 0. 
Calculer l'aire S de ce triangle. 


218. L'aire d’un triangle est S — 8 unités de surface; deux 
de ses sommets sont les points À (1, —2), B (2, 3) et le troisième 


* Ici et partout dans le texte par équation des côtés on a en vue les équa- 
tions des droites qui portent les côtés. 
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sommet C se trouve sur la droite 
2 +y—2—=0. 


Trouver les coordonnées du sommet C. 

219. L'aire d’un triangle est S$ — 1,5 unité de surface: deux 
de ses sommets sont les points À (2, —3), B (3, —2) et le centre 
de gravité de ce triangle se trouve sur la droite 


3 —y—8—=0. 


Trouver les coordonnées du troisième sommet C. 
220. Former l'équation d’une droite et construire cette droite 
si on connaît son coefficient angulaire Æ et l’ordonnée à l’origine b: 


1) k=2,b=—3; 2)k=3, b—0; 3) k=0, b=—2; 


4) k=—?,b=3; 5) k= —2, b= —5; 


221. Trouver le coefficient angulaire 4 et l’ordonnée à l'origine b 
pour les droites: 

1)5z2—y+3—0; 2) 2r + 3y — 6 = 0; 

3) oz + 3y+2—0; 4) 3x + 2y = 0; o)y—3=t0. 


222. On donne la droite 5r + 3y — 3 = 0. Trouver le cocf- 
ficient angulaire Æ d’une droite: 

1) parallèle à la première; 

2) perpendiculaire à la première. 

223. On donne la droite 2x + 3y + 4 — 0. Former l'équation 
de la droite qui passe par le point M, (2, 1) et qui: 

1) est parallèle à la première; 

2) est perpendiculaire à la première. 

224. On donne deux côtés 


2x — 3y+5—0, 3z+2y — 7 =0 


d’un rectangle et un de ses sommets À (2, —3). Former les équa- 
tions des deux autres côtés. 
225. On donne les équations 


z—2y=0, zx—2y +15 = 0 
de deux côtés d’un rectangle et l'équation 


de l'une de ses diagonales. Trouver les sommets du rectangle. 
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226. Trouver la projection du point P (—6, 4) sur la droite 
4x — 5y +3 = 0. 


227. Trouver un point Q symétrique du point P (—5, 13) par 
rapport à la droite 2x — 3y — 3 — (. 

228. Former l'équation de la droite parallèle à deux droites 
données et passant entre elles à distance égale de celles-ci dans 
chacun des cas suivants: 


1)3z—2y—1—=0, 2)5r7+y+3—= 0, 
3x — 2y — 13 — 0; 5x + y — 17 = 0; 
3) 2x + 3y—6—=0, 4) 5x + Ty + 15 = 0, 
4x + Gy + 17 = 0; 5x + 7y + 3 = 0; 
9) 3x — 15y — 1 = 0, 
z—9y—2=tQ. 


229. Calculer le coefficient angulaire À de la droite qui passe 
par les deux points: 


a) Mi (2, —5), M: (3, 2); b) P (—3, 1), Q (7, 8); 
c) A (5, —3), B (—1, 6). 


230. Former les équations des droites qui passent par les som- 
mets À (5, —4), B (—1, 3), C (—3, —2) d'un triangle ABC et qui 
sont parallèles aux côtés opposés. 

231. On donne les milieux M, (2, 1), M: (5, 3) et M; (3, — 
des côtés d’un triangle. Former les équations des côtés. 

232. On donne deux points P (2, 3) et Q (—1, 0). Former l’équa- 
tion de la droite qui passe par le point Q et qui est perpendiculaire 
au segment PQ. 

233. Former l'équation d’une droite, si on connaît le point 
P (2, 3) du pied de la perpendiculaire abaissée de l’origine des 
coordonnées sur cette droite. 

234. On donne les sommets M1 (2, 1), M2 (—1, —1) et M3 (3, 2) 
d’un triangle. Former les équations des hauteurs. 

235. Les côtés d’un triangle sont donnés par les équations 


a —y—71—=0, z+3y—31—=0, x + 5y — 7 = 0. 


Trouver le point d'’intersection des hauteurs. 

236. On donne un triangle de sommets À (1, —1), B (—2, 1) 
et C (3, 5). Former l'équation de la perpendiculaire abaissée du 
sommet À sur la médiane menée par le sommet B. 

237. On donne un triangle de sommets À (2, —2), B (3, —5) 
et C (5, 7). Former l'équation de la perpendiculaire abaissée du 
sommet C sur la bissectrice de l’angle intérieur au sommet A. 
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238. Ecrire les équations des:côtés et des médianes d’un triangle 
de sommets À (3, 2), B (5, —2), C (1, O0). 

239. On fait passer une droite par les points M, (—1, 2) et 
M: (2, 3). Trouver les points d’intersection de cette droite avec 
les axes de coordonnées. 

240. Démontrer que la condition pour que trois points M, (x:, y), 
Ma (x2, yo) et M3 (x, y) se trouvent sur une droite peut être mise 
sous la forme suivante: 


Z, Yi Î 
Lo Us 1 — N, 
Z3 [1/3 1 


241. Démontrer que l’équation de la droite qui passe par deux 
points donnés M1 (x1, y1) et Af2 (x2, y2) peut être mise sous la 
forme suivante : 


ZT: YU: | = (. 
Ta Ye 1 


242. On donne les sommets consécutifs À (—3, 1), B (3, 9), 
C (7, 6) et D (—2, —6) d'un quadrilatère convexe. Trouver le 
point d'intersection de ses diagonales. 

243. On donne deux sommets voisins À (—3, —1) et B (2, 2) 
d’un parallélogramme ABCD et le point d’intersection Q (3. 0) 
de ses diagonales. Former les équations des côtés du parallélo- 
gramme. 

244. On donne les équations 


Oz + 2y —7—0, 5x + 2y — 36 = 0 
de deux côtés d'un rectangle et l’équation 
8x + Ty — 10 = 0 


de l’une de ses diagonales. Former les équations des deux autres 
côtés et de la seconde diagonale. 

245. On donne un triangle de sommets À (1, —2), B (5, 4) 
et C (—2, 0). Former les équations des bissectrices des angles inté- 
rieur et extérieur au sommet À. 

246. Former l'équation d’une droite qui passe par le point 
P (3, 5) et qui est équidistante des points À (—7, 3) et B (11, —15). 

247. Trouver la projection du point P (—8, 12) sur la droite 
qui passe par les points À (2, —3) et B (—5, 1). 

248. Trouver le point M, symétrique du point M: (8, —9) 
par rapport à la droite qui passe par les points À (3, —4) et 


42 ch. 3. Courbes du premier degré [249-260 


249. Trouver sur l’axe des abscisses un point P tel que la somme 
des distances aux points M (1, 2) et NV (3, 4) soit minimum. 

250. Trouver sur l’axe des ordonnées un point P tel que la diffé- 
rence des distances aux points M (—3, 2) et N (2, 5) soit maximum. 

251. Trouver sur la droite 2r — y — 5 = 0 un point P tel que 
la somme des distances aux points À (—7, 1) et B (—5, 5) soit 
minimum. 

252. Trouver sur la droite 3x — y — 1 — 0 un point P tel que 
la différence des distances aux points À (4, 1) et B (0, 4) soit 
maximum. 

253. Trouver l'angle œ formé par les deux droites: 


1)957—-y+7—0, 3x + 2y = 0; 
2) 3 —2y+71T—0, 2r + 3y—3 —0 
3)z—2y—4—0, 2x — 4y + 3 = 0; 
4) 3x + 2y—1—=0, 57—2y+3—=0 


254. On donne la droite 
2x + 3y +4 = 0. 


Former l'équation d’une droite qui passe par le point A, (2, 1) 
et qui fait avec la première droite un angle de 45°. 

255. Le puint À (—4, 5) est le sommet d’un carré dont l'une 
des diagonales est portée par la droite 


1z— y+8—=t. 


Former les équations des côtés et de la seconde diagonale du carré. 
256. On donne deux sommets opposés À (—1, 3) et C (6, 2) 
d'un carré. Former les équations des côtés. 
257. Le point E (1, —1) est le centre d’un carré dont l’un dee 
côtes est porté par la dioite 


z—2y +12 = 0. 


Former les équations des droites qui portent les trois autres côtés. 

258. Un rayon lumineux est issu du point M, (—2, 3) sous 
un angle œ avec l’axe Ox. On sait que tg &« — 3. Ayant atteint 
l’axe Oz, le rayon est réfléchi. Former les équations des droites qui 
portent les rayons incident et réfléchi. 

259. Un rayon lumineux se déplace suivant la droite z — 2y + 
+ 5 = 0. Après avoir atteint la droite 3x — 2y + 7 = 0, le rayon 
est réfléchi. Former l'équation de la droite qui porte le rayon 
réfléchi. 

260. On donne les équations 

3x + 4y — 1 = 0, zx — Ty — 17 = 0, 72 + y + 31 = 0 
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des côtés d’un triangle. Démontrer que ce triangle est isocèle. 
Résoudre le problème en comparant les angles du triangle. 

261. Démontrer que l'équation d’une droite qui passe par le 
point Mi (z1, y:) et qui est parallèle à la droite 


Az + By+C-=0 
peut se mettre sous la forme suivante: 
A (x — 2x) + B (y — y) = 0. 
262. Former l'équation de la droite qui passe par le point 
M; (2, —3) et qui est parallèle à la droite: 
4) 3z — Ty + 3 = 0; 2) x + 9y — 11 = 0; 
3) 167 — 24y — 7 —0; 4) 27+3—0; 5) 3y — 1 = 0. 


Résoudre le problème sans calculer les coefficients angulaires 
des droites données. 


Indication. Utiliser le résultat du problème précédent. 


263. Démontrer que la condition de perpendicularité des droites 
A1 + Big + Ci = 0, Azx + Biy + C2 = 0 
peut être mise sous la forme: 
A142 + BB: = 0. 


264. Trouver parmi les couples de droites, données ci-dessous, 
celles qui sont perpendiculaires : 
4) 3 —y+5—=0, 2) 3r — 4y + 1 = 0, 
z + 3y — 1 = 0; 4x — 3y + 71 = 0; 
3) 6x — 15y + 7 = 0, 4) 9x — 12y + 5 = 0, 
10x + 4y — 3 = 0; 8x + 6y — 13 = 0; 
9) 1z — 2y +1 =0, 6) 55 — 7y+3—=0, 
4x + 6y + 17 = 0; 3x + 2y — 5 = (. 


Résoudre le problème sans calculer les coefficients angulaires 
des droites données. 


Indication. Utiliser la condition de perpendicularité de deux droi- 
tes donnée dans le problème 263. 


265. Démontrer que l'angle œ formé par les deux droites 
Az + Bay + Ci = 0, Ar + Boy + C2 = 0 


peut être donné sous la forme: 
too 22 42B1 
BP AA Babe 
266. Trouver l’angle @ formé par les couples de droites : 
1) 3z—y+5=0, 2) zVŸ2—yV 3—5=0, 
2z+y—71=0; (3+V2)z+(V6—-V3)y+7=0; 
3) zV3+yV2—2=—0, 

zV6—3y+3=0. 


Résoudre le problème sans calculer les coefficients angulaires 
des droites données. 


Indication. Utiliser la formule qui donne l'angle de deux droites 
obtenue au problème 265. 


267. On donne deux sommets M, (—10, 2) et M, (6, 4) d’un 
triangle dont les hauteurs se coupent au point À (5, 2). Trouver 
les coordonnées du troisième sommet M. 

268. On donne deux sommets À (3, —1) et B (5, 7) d’un trian- 
gle ABC et le point d'’intersection V (4, —1) des hauteurs. Former 
les équations des côtés de ce triangle. 

269. On donne dans un triangle ABC les équations du côté AB 
OZ — 3y + 2 — 0, des hauteurs AN 4x — 3y + 1 — 0 et BN 
1x + 2y — 22 — 0. Former les équations des deux autres côtés 
et de la troisième hauteur. 

270. Former leséquations des côtés d’un triangle ABC, si on donne 
un des sommets À (1, 3) et les équations de deux médianes: 


z—2y+1—0et y —1 = 0. 


271. Trouver les équations des côtés d’un triangle ABC, si on 
donne un des sommets B (—4, —5) et les équations de deux hauteurs: 


Oz + 3y — 4 = 0 et 3x + 8y + 13 = 0. 


272. Trouver les équations des côtés d’un triangle, si on connaît 
un des sommets À (4, —1) et les équations de deux bissectrices: 


z—1—=0 et z—y—1—=0. 


273. Trouver les équations des côtés d’un triangle, si on connaît 
un des sommets B (2, 6) et les équations de la hauteur x — 7y + 
+ 15 = 0 et de la bissectrice 7x + y + 5 — 0, menées par un des 
sommets. 

274. Trouver les équations des côtés d’un triangle, si on connaît 
un des sommets B (2, —1) ainsi que les équations d’une hauteur 
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3x — &y + 27 — 0 et d’une bissectrice x + 2y — 5 — 0, menées 
par des sommets différents. 

275. Trouver les équations des côtés d’un triangle, si on connaît 
un des sommets C (4, —1) ainsi que les équations de la hauteur 
2x — 3y + 12 — 0 et de la médiane 2x + 3y — 0, menées d’un 
même sommet. 

276. Former les équations des côtés d’un triangle, si on connaît 
un des sommets B (2, —7) ainsi que les équations d’une hauteur 
3x + y + 11 — 0 et d’une médiane x + 2y + 7 — 0, menées de 
deux sommets différents. 

277. Former les équations des côtés d’un triangle, si on connaît 
un des sommets C (4, 3) ainsi que les équations de la bissectrice 
z + 2y — 5 = 0 et de la médiane 4x + 13y — 10 — 0, menées 
d'un sommet. 

278. Trouver les équations des côtés d’un triangle, si on connaît 
un des sommets À (3, —1Â) ainsi que les équations d’une bissectri- 
ce z — 4y + 10 — 0 et d’une médiane 6x + 10y — 59 — 0, menées 
par deux sommets différents. 

279. Former l’équation de la droite qui passe par l’origine des 
coordonnées et forme avec les droites 


z—y+12—=0, 2 +y+9—-0 


un triangle d’aire 1,5 unité de surface. 
280. Trouver parmi les droites passant par le point P (3, O0) 
une droite dont le segment limité par les droites 


22—y—2—=0, z+y+3—=0 


est divisé en deux parties égales par le point P. 

281. On mène toutes les droites possibles qui passent par le 
point P (—3, —1). Démontrer que le segment de chacune d’entre 
elles compris entre les droites 


z—2y—3—=0, z—2y +5—=0 


est divisé en deux parties égales par le point P. 

282. On mène toutes les droites qui passent par le point P (0, 1). 
Démontrer qu'il n’y a pas de droite dont le segment compris entre 
les droites 

z—2y—3—0, z—2y +17 =0 


soit divisé en deux parties égales par le point P. 

283. Former l'équation de la droite qui passe par l'origine des 
coordonnées, si on sait que la longueur du segment limité par les 
droites 

22 —y+5—0, 2 —y +10 —=0 


est y 10. 
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284. Trouver l'équation d’une droite qui passe par le point 
C (—5, 4), si on sait que la longueur du segment compris entre 


les droites 
z+2y+1—=0, z+2y—1—-0 
est égale à 5. 


$ 13. Equations incomplètes de la droite. 
Etude des équations de deux et trois droites. 
Equation de Ia droite en fonction des coordonnées à l’origine 


Si dans l'équation générale de la droite 
Az+By+C=0 (1) 
un ou deux des trois coefficients (y compris le terme constant) sont nuls, une 
telle équation est dite alors incomplète. Les cas suivants sont possibles : 

14) C—0; l'équation est de la forme Az + By = 0; elle définit une 
droite qui passe par l'origine des coordonnées. 

2) B —=0 (4 0); l’équation est de la forme Az + C = 0: elle définit 
une droite perpendiculaire à l'axe Oz. Cette équation peut être écrite sous la 
forme z — a, oùa = — _ est la grandeur du segment d'origine O que la droi- 
te découpe sur l'axe Oz. 

3) B=0,C= 0 (4 -£ 0) ; l'équation peut être mise sous la forme z — 0: 
elle définit l’axe des ordonnées. 

4) À = 0 (B == 0); l'équation est de la forme By + C = 0; elle définit 
une droite perpendiculaire à l’axe Oy. Cette équation peut être écrite sous la 


forme y — b, où b — on est la grandeur du segment d'origine O que la droi- 


te découpe sur l'axe Oy. 
9) A=0,C—=0(B - 0); l'équation peut s'écrire sous la forme y = 0; 
elle définit l’axe des abscisses. 
Si aucun des coefficients de l'équation (1) n’est nul, elle peut être alors 
ramenée à la forme 
LRU | 
a + b 1, (2) 


où = —< et b=—T sont les grandeurs des segments que la droite 


découpe sur les axes de coordonnées. 


| L'équation (2) s'appelle équation de la droite en fonction des coordonnées 
à l'origine. 
Si deux droites sont données par les équations 


Az + By + Ci = 0 et A2z + Bey + C2 = 0, 
alors trois cas peuvent se présenter : 


a) “ii #i, les droites ont un point commun; 
A2 B2 
A: _ B: Ci Ê : . 
b) + À # Co” les droites sont parallèles ; 
A1 __ Bi _ Ci 


c) np les droites se confondent, c'est-à-dire que les deux 
2 2 2 


équations définissent une seule et même droite. 
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285. Déterminer la valeur de a pour que la droite 
(a + 2) x + (a — 9) y + 3a° — 8a + 5 = 0 


1) soit parallèle à l’axe des abscisses; 

2) soit parallèle à l’axe des ordonnées; 

3) passe par l'origine des coordonnées. 

Former l'équation de la droite dans chaque cas. 

286. Déterminer les valeurs de m et rz pour que la droite 


(m+2n—3)z+(2m—n<+i1)y+6m+9—=0 


soit parallèle à l’axe des abscisses et découpe sur l’axe des ordonnées 
un segment de grandeur —3 (en partant de l’origine des coordonnées). 
Donner l'équation de cette droite. 

287. Déterminer les valeurs de m et r7 pour que la droite 


(2m — n+5)z + (m + 3n — 2) y + 2m + 7n + 19 = 0 


soit parallèle à l’axe des ordonnées et découpe sur l'axe des abscisses 
un segment de grandeur +5 (en partant de l’origine des coordonnées). 
Donner l'équation de cette droite. 


288. Démontrer que les droites ci-dessous se coupent, et trouver 
leur intersection : 


1) z + 5y — 35 = 0, 3x + 2y — 27 — 0; 
3) 12z + 15y — 8 — 0, 167 + 9y — 7 = 0; 
4) 8x — 33y — 19 — 0, 12xz + 55y — 19 = 0; 
5) 3x + 5 = O0, y—2—=0. 
289. Démontrer que les droites ci-dessous sont parallèles: 
1) 3x + 5y — 4 — 0, 6x + 10y + 7 = 0; 
2) 2 —4y +3—0, x — 2y = 0; 
3) 2r — 1 = 0, Z+3—=0: 
4 y+3=0, 5y — 7 = 0. 
290. Démontrer que les droites ci-dessous coïncident : 
1) 2z+5y—4—0, 6z+10y—8—=0; 
2) z—yV2=0, zV2—2y=0; 
3) zV3—1—0, 3z—V 3—0. 
291. Pour quelles valeurs de a et b les droites 
az — 2y —1—0, 61 — 4y —b =0 


4) ont un point commun; 2) sont parallèles; 3) coïncident? 
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292. Pour quelles valeurs de m et »r les droites 
mx + 8y+n—=0, 2x + my —1—0 
1) sont parallèles: 2) coincident; 3) sont perpendiculaires? 
293. Pour quelles valeurs de m les droites 
(m—1)z+my—5—=0, mr +(2m—1)y+7—=0 
se coupent en un point situé sur l’axe des abscisses? 
294. Pour quelles valeurs de m les droites 
mx + (2m +3)y +m+6—0, 
(2m + i)z+(m—1)ytm—2—=0 
se coupent en un point situé sur l'axe des ordonnées? 
295. Dire si les trois droites se coupent en un point: 
1) 22 +3y—1—0, 4 —5y+5—0, 3—-y+2—0; 
2)3-y+3—=0, S5r7+3y—-7—0, x — 2y — 4 = 0; 
3) 2 —y+1—=0, r+2y—17—=0, r+2y—3—0 
296. Démontrer que si les droites 
Ait + Biy + Ci = 0, At + Boy + C2 = 0, Asz + Bay + C3 = 0 
se coupent en un point, on a alors 
À: BP, C, 
A2 B: C2 
A3 B; C3 
297. Démontrer que si l’on a 
A, Bi C 
A2 B: Co 
À3 PB; Ca 


les droites 
AT + Bay + Ci = 0, As + By + Co = 0, Asr + Bay + Cs = 0 
se coupent en un point ou sont parallèles. 

298. Déterminer la valeur de a pour que les droites 2r — y + 
+3—=0, z+t+y+3—0, ax + y — 13 -- O0 se coupent en un 
point. 

299. On donne les droites 

1) 2z + 3y—6—0; 2) 4x — 3y + 24 = 0; 
3) 2 + 3y—9—0; 4) 3 — 5y — 2 = 0; 
9) 9x + 2y — 1 = 0. 
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Former pour chacune d’entre elles l'équation en fonction des 

données à l’origine et tracer ces droites. 

300. Calculer l’aire du triangle formé par la droite 3r — 4y — 

12 = 0 et les axes de coordonnées. 

301. Former l'équation de la droite qui passe par le point 
Mi (3, —7) et qui découpe sur les axes de coordonnées des segments 
d’égale longueur non nulle (on suppose que chaque segment a pour 
origine l’origine des coordonnées). 

302. Former l'équation de la droite qui passe par le point P (2, 3) 
et qui découpe sur les axes de coordonnées des segments d’égale 
longueur (on suppose que chaque segment a pour origine l’origine 
des coordonnées). 

303. Former l'équation de la droite qui passe par le point C (1, 1) 
et qui forme avec les axes de coordonnées un triangle de 2 unités 
de surface. 

304. Former l'équation de la droite qui passe par le point 
B (5, —5) et qui forme avec les axes de coordonnées un triangle 
de 50 unités de surface. 

305. Former l'équation de la droite qui passe par le point P (8, 6) 
et qui forme avec les axes de coordonnées un triangle de 12 unités 
de surface. 

306. Former l'équation de la droite qui passe par le point 
P (12, 6) et qui forme avec les axes de coordonnées un triangle 
de 150 unités de surface. 

307. On fait passer par le point M (4, 3) une droite qui forme 
avec les axes de coordonnées un triangle de 3 unités de surface. 
Trouver les points d’intersection de cette droite avec les axes. 

308. Par le point M, (z1, y:1), où ziÿs >> 0, on mène la droite 


z y 
tp 


qui délimite dans l’angle des coordonnées un triangle de surface S. 
Pour quelle relation entre z:, y, et S les segments a et b seront 
de même signe? 


$ 14 Equation normale de la droite. 
Calcul de la distance d’un point à une droite 


Soit donnée une droite du plan z0y. Menons par l'origine des coordonnées 
une perpendiculaire à cette droite, que nous appellerons normale. Désignons 
par P le point d'intersection de la normale avec la droite, et prenons pour 
sens positif sur la normale celui qui va du point © vers le point P. 

Si & est l'angle polaire de la normale, p la longueur du segment OP (fig. 10), 
l'équation de la droite peut être mise sous la forme 


z.Cos & + y-sin & — p = 0; 
une équation de cette forme est dite normale. 


50 ch. 3. Courbes du premier degré [309-310 


On donne une droite et un point quelconque M* ; désignons par d la distan- 
ce du point M* à la droite. L'écart 6 du point M* à la droite est la quantité 
+ d, si notre point et l'origine des coordonnées sont de part et d’autre de la 
droite, et —d, si le point et l’origine des coordonnées sont du même côté. (Pour 
les points de la ôroite, Ô = 0). 

Si on connaît les coordonnées z*, y* du point M* et l'équation normale 
z cos & + y sin & — p = 0 de la droite, alors l'écart ô du point M®* à cette 

droite peut être calculé à l’aide de la formule 


Ô = x* cos œ + y* sin a — p. 


Ainsi pour calculer l'écart d'un point quelcon- 
que M* à une droite donnée il faut substituer 
aux coordonnées courantes du premier membre 
de l'équation normale de la droite les coordon- 
nées du point M*. Le nombre obtenu sera l’é- 
cart cherché. 

Pour trouver la distance d d'un point à 
une droite, il suffit de calculer l'écart et de 
prendre son module : 


Fig. 10 d=1|ôl. 

Si la droite est donnée par son équation 
générale Az + By + C = 0, il faut, pour lui donner la forme normale, mul- 
HpASE ue les termes de l'équation par le facteur normalisant u, donné par 

a formule 


1 
BE 


Ce facteur est affecté d’un signe contraire à celui du terme constant de 
l'équation normalisée. 


309. Dans les exemples donnés ci-dessous, indiquer les équa- 
tions de droites qui ont la forme normale: 


1) Êz—£y—3—0; 2) Zz—iy—1=0; 
5) 2 5) 12 
3) À z—Syt+2=0; 4)—5z+sy—2=0; 


5) —z+2—=0; 6)zx—-2—0; 7y+2—=0; 
8) —y—2—=0. 


310. Ramener l'équation générale de la droite à la forme normale 
dans les cas donnés ci-dessous : 


1) 4z—3y—10=0; 2) £z—Ÿy+10=0; 
3) 127—5y+13=0; 4) z+2=0: 5) 2r—y—V5—0. 
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311. On donne les équations de droites : 
1)xz—2=0; 2)rz+2=0; 3) y—3—=0; 
4) y+3=0; 5)zV3+y—6—0; 6) z—y+2=0; 
7) z+yV3+2=—0; 
8) zcosf—ysinf—q—=0, g>0; $ est un angle aigu; 
9) zcosB+ysinB+qg—=0; g>0; B est un angle aigu. 

Déterminer l'angle polaire de la normale « et le segment p pour 
chacune de ces droites; une fois connue la valeur des paramètres & 
et p, construire ces droites. (Pour les deux derniers exemples prendre 
B — 30° et q = 2. 

312. Calculer l'écart 6 et la distance d du point à la droite dans 
chacun des cas suivants: 

1) 4 (2, —1), 4x + 3y + 10 = 0; 
2) B (0, —3), 5x — 12y — 23 = 0; 
3) P (—2, 3), 3x — 4y — 2 = 0; 
4) Q (A, —2), zx — 2y — 5 = 0. 

313. Etablir si le point M (1, —3) et l’origine des coordonnées 
sont du même côté ou de part et d'autre de chacune des droites sui- 
vantes : 

4) 2 —y+5—=0; 2)rz—3y—5—0; 3) 3x + 2y — 1 —=0;: 
4) z—3y+2—0; 5) 10x + 24y + 15 = 0. 


314. Le point À (2, —5) est le sommet d’un carré dont un côté 
est porté par la droite 


z—2y—7—=0. 
Calculer l'aire de ce carré. 
315. On donne les équations 
3x — 2y — 5 = 0, 
22 +3y+7—0 
de deux côtés d’un rectangle et l’un de ses sommets À (—2, 1). 
Calculer l'aire de ce rectangle. 
316. Démontrer que la droite 
2 +y+3—=0 
coupe le segment limité par les points À (—5, 1) et B (3, 7). 
317. Démontrer que la droite 
4 2rz — 3y +6—=0 
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ne Pie pas le segment limité par les points M, (—2, —3) et 
M: (1, —2). 

318. Les sommets consécutifs d’un quadrilatère sont À (—3, 5), 
B (—1, —4), C (7, —1) et D (2, 9). Dire si ce quadrilatère est 
convexe. 

319. Les sommets consécutifs d'un quadrilatère sont À (—1, 6), 
B (1, —3), C (4, 10) et D (9, 0). Dire si ce quadrilatère est convexe. 

320. On donne les sommets À (—10, —13), B (—2, 3) et C (2, 1) 
d'un triangle. Calculer la longueur de la perpendiculaire abaïissée 
du sommet B sur la médiane menée par le sommet C. 

321. Les côtés AB, BC et CA d'un triangle À BC sont respective- 
ment donnés par les équations: 


z + 21y — 22 —0, Sr — 12y +7 —=0, 4x — 33y + 146 = 0. 


Calculer la distance du centre de gravité au côté BC. 
322. Calculer la distance d entre les droites parallèles données 
ci-dessous : 
4) 3x — 4y — 10 — 0, 2) 5x — 12y + 26 = 0, 
6x — 8y + 5 = 0; Ox — 12y — 13 = 0; 
3) 4x — 3y + 15 — 0, 4) 24x — 10y + 39 = O0, 


323. Deux des côtés d’un carré coïncident avec les droites 
5x — 12y — 65 = 0, 5x — 12y + 26 = 0. 


Calculer son aire. 
324. Démontrer que la droite 


57 — 2y —1—0 


est parallèle aux droites 
57 — 2y+7—0, 57—2y—9—=0 


et leurs est équidistante. 
325. On donne trois droites parallèles 


107 + 45y—3—0, 2r+3y+5—0, 27 + 3y —9= 0. 


Montrer que la première droite se trouve entre les deux autres et 
calculer le rapport dans lequel elle divise la distance qui les sépare. 

326. Démontrer qu’on peut faire passer deux droites par le 
point P (2, 7) de manière que leurs distances au point Q (1, 2) 
soient égales à 5. Donner les équations de ces droites. 

327. Démontrer qu'on peut faire passer deux droites par le 
point P (2, 5) de manière que leurs distances au point Q (5, 1) 
soient égales à 3. Donner les équations de ces droites. 
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328. Démontrer qu’on peut faire passer seulement une droite 
par le point C (7, —2) de manière que sa distance au point À (4, —6) 
soit égale à 5. Former son équation. 

329. Démontrer qu'on ne peut pas faire passer de droite par 
le point B (4, —5) de manière que sa distance au point C (—2, 3) 
soit égale à 12. 

330. Former l'équation du lieu géométrique des points dont 
l'écart par rapport à la droite Sr — 15y — 25 = 0 est égal à —2. 

331. Former les équations des droites parallèles à la droite 
3x — 4y — 10 = 0 et distantes d’elle de d = 3. 

332. On donne deux sommets consécutifs À (2, 0) et B (—1, 4) 
d'un carré. Former les équations de ses côtes. 

333. Le point À (5, —1) est un sommet du carré dont l’un des 
côtés est porté par la droite 


4x — 3y — 7 = 0. 


Former les équations des droites sur lesquelles se trouvent les autres 
côtés. 
334. On donne les équations de deux côtés d’un carré 


&r — 3y+3—0, 4r — 3y — 17 = 0 


et l’un de ses sommets À (2, —3). Former les équations des deux 
autres côtés. 


335. On donne les équations de deux côtés d’un carré 
5x + 12y — 10 — 0, 5x + 12y + 29 = 0. 


Former les équations des deux autres côtés du carré si on sait que 
le point MW, (—3, 5) se trouve sur l’un de ses côtés. 
336. Les écarts d'un point M aux droites 


Oz — 12y — 13 = 0 et 3x — 4y — 19 = 0 


sont respectivement —3 et —5. Trouver les coordonnées de ce point. 
337. Former l'équation d’une droite qui passe par le point 
P (—2, 3) et équidistante des points À (5, —1) et B (3, 7). 
338. Former l'équation du lieu géométrique des points équi- 
distants des droites parallèles 


1) 3—y+7—=0, 2)rz—-2y+3—=0O, 
3x — y — 3 — 0; z—2y+7—=0; 
3) oz — 2y — 6 = 0, 

10z — 4y + 3 = 0. 


54 ch. 3. Courbes du premier degré [339-345 


339. Former les équations des bissectrices des angles de deux 
droites qui s’entrecoupent 
1)z—3yÿ+5—0, 2)z—2y—3—=0, 
8r—y—2=0; 2r+4y+7—0; 
3) 3x + 4y — 1 = 0, 
5x + 12y — 2 = C. 


340. Former les équations des droites qui passent par le point 
P (2, —1) et qui forment avec les droites 


22 —y+5—0, 3x + 6y — 1 = 0 
des triangles isocèles. 

341. Dire si le point M (1, —2) et l'origine des coordonnées 
se trouvent dans un même angle, dans des angles adjacents ou dans 
des angles opposés par le sommet de deux droites qui s’entrecoupent 

1)2z—y—5—0, 2) 4x + 3y — 10 = 0, 
3z + y +10 = 0; 42xz — 5y — 5 = 0: 
3) z — 2y — 1 = 0, 
3 — y—2 = 0. 
342. Dire si les points M (2, 3) et N (5, —1) se trouvent dans 


un même angle, dans des angles adjacents ou dans des angles opposés 
par le sommet de deux droites qui s’entrecoupent 


41)z2—3y—5—0, 2)2z7+7y—5—= O0, 
2x + 9y—2—=0; z + 3y+7—=0; 
3) 127 + y —1 = 0, 
13z + 2y — 5 = (. 
343. Dire si l’origine des coordonnées est située à l’intérieur 
ou à l'extérieur d'un triangle dont les côtés sont donnés par les 
équations : 


7x — 5y — 11 — 0, 8x + 3y + 31 — 0, zx + 8y — 19 = 0. 


344. Dire si le point M (—3, 2) se trouve à l’intérieur ou à l’exté- 
rieur du triangle dont les côtés sont donnés par les équations: 


z+y—4—=0, 3— 1y+8—0, 4x — y — 31 = 0. 
345. Trouver l'angle, aigu ou obtus, formé par les droites 
3 — 2 +5=0et2r+y—-3—0, 


qui contient l’origine des coordonnées. 
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346. Trouver l'angle, aigu ou obtus, formé par les droites 
3z — 5yÿ—4 =0et x + 2y +3 = 0, 


qui contient le -point M (2, —)5). 

347. Donner l'équation de la bissectrice de l’angle formé par les 
droites 3x — y — 4 — 0, 2x + 6y + 3 — 0 et qui contient l’ori- 
gine des coordonnées. 

348. Donner l'équation de la bissectrice de l'angle formé par les 
droites 


z—7y+5—=0, 5x + 5y — 3 = 0, 


adjacent à l'angle qui contient l’origine des coordonnées. 

349. Former l'équation de la bissectrice de l’angle formé par les 
droites x + 2y — 11 — O0 et 3x — 6y — 5 — 0 et qui contient le 
point M (1, —3). 

350. Former l’équation de la bissectrice de l'angle formé par 
les droites 


22 — 3y—5—0, 6r—4y+7—=0, 


adjacent à l’angle qui contient le point C (2, —1). 
351. Former l'équation de la bissectrice de l'angle aigu formé 
par L: droites 


3x + 4y— 5 —0, 5x — 12y + 3 = 0. 


352. Former l'équation de la bissectrice de l’angle obtus formé 
par les droites x — 3y + 5 — 0, 3x — y + 15 = 0. 


$ 15. Equation d’un faisceau de droites 


L'ensemble des droites passant par un point S s’appelle faisceau de droites 
de centre S. 

Si Az + By + C, = 0 et A2x + Boy + C2 = 0 sont les équations de 
deux droites se coupant au point S, l'équation 


@ (A4z + Bay + C3) + 8 (42z + B2y + C2) = 0, (1) 


où, B sont des nombres quelconques non nuls simultanément, définit une 
droite passant également par le point S. 

De plus, dans l'équation (1), les nombres &, B peuvent toujours être choisis 
de maniere que cette droite définisse une droite quelconque pose d'avance) 
passant par S, c'est-à-dire une droite arbitraire du faisceau de centre S. C'est 
pourAueL une équation de la forme (1) s'appelle équation du faisceau (de cen- 
tre S). 

Si a Æ 0, alorsendivisant les deux me nbres de l'équation (1) par « et en 


posant—— À, il vient: 


A4z + Bay + Ci + À (A2z + Bay + C2) = 0. (2) 
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Cette équation permet de définir toute droite du faisceau de centre S, excepte 
la droite qui correspond à & = 0, c'est-à-dire la droite A2x + Bey + C2 = 0. 


353. Trouver le centre d’un faisceau de droites défini par l'équation 
a (2x + 3y — 1) + B (x — 2y — 4) = 0. 


354. Trouver l'équation de la droite appartenant au faisceau 
a (x + 2y — 5) + 6 (3r — 2y +1) =0 et 

1) qui passe par le point À (3, —1); 

2) qui passe par l’origine des coordonnées ; 

3) qui est parallèle à l’axe Oz; 

4) qui est parallèle à l’axe Oy; 

5) qui est parallèle à la droite 4x + 3y — 5 = 0; 

6) qui est perpendiculaire à la droite 2x + 3y + 7 = 0. 

355. Former l'équation de la droite qui passe par le point 
d’intersection des droites 

3x — 2y+5—0, 4x +3y—1—-0 

et qui détermine sur l'axe des ordonnées un segment de longueur 
b — — 3. Résoudre le problème sans calculer les coordonnées du 
point d’intersection de ces droites. 

356. Former l'équation de la droite qui passe par le point d’inter- 
section des droites 

2 t+y—2—0, zx—5y—23—=0 

et qui partage en deux parties égales le segment limité par les points 
M1 (5, —6) et M; (—1, —4). Résoudre le problème sans calculer 
les coordonnées du point d’intersection. 

357. On donne l'équation du faisceau de droites 

a (3x — 4y — 3) + B (2x + 3y — 1) = 0. 


Donner l'équation de la droite du faisceau qui passe par le centre 
de gravité d’une plaque triangulaire homogène de sommets 
A (—1, 2), B (4, —4) et C' (6, —1). 

358. On donne l'équation du faisceau de droites 


a (3x — 2y — 1) + B (4x — 5y + 8) = 0. 
Trouver la droite du faisceau qui passe par le milieu du segment 
de la droite 
z+2y +4—O, 
limité par deux autres droites 
2z + 3y+5—=0, zx + 7y — 1 = 0. 
359. On donne les équations 
z+2y—1—=0, 5x + 4y — 17 —0, x — 4y + 11 = 0 
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des côtés d’un triangle. Sans calculer les coordonnées de ses sommets, 
former les équations des hauteurs. 
360. Former l'équation de la droite qui passe par le point d'in- 
tersection des droites 
2x + 7y—8—0, 3 +2y+5—0 
et qui fait un angle de 45° avec la droite 
2x + 3y — 7 = 0. 


Résoudre le problème sans calculer les coordonnées du point d’inter- 
section. 

361. On connaît du triangle ABC les équations x + 5u — 3 — 0 
de la hauteur AW, x + y — 1 — 0 de la hauteur BN et x + 3y — 
— 1 — 0 du côté AB. Sans calculer les coordonnées des sommets 
ni du point d'intersection des hauteurs, former les équations des 
deux autres côtés et de la troisième hauteur. 

362. Former les équations des côtés d’un triangle ABC, si on 
connaît un de ses sommets À (2, —1) et les équations de la hauteur 


3x — 2y + 5 = 0, 


menées par ce sommet. Trouver la solution sans calculer les coor- 
données des sommets B et C. 
363. On donne l’équation 


a(2z+y+8) +BG+y+3) =0 


d’un faisceau de droites. Trouver les droites de ce faisceau telles 
que les segments limités par les droites 


z—y—9—=0, z—y—-2—=0 


soient égaux à V5. 
364. Soit l'équation 


a (3x +y—1)+B(2z—-y—9) =0 
d’un faisceau de droites. Dérontrer que la droite 
z+3y+13—=0 


appartient à ce faisceau. 
365. On donne l'équation 


a (5x + 3y + 6) + B (3x — 4y — 37) = 0 
d'un faisceau de droites. Démontrer que la droite 
1z + 2yÿ—15=0 
n'appartient pas à ce faisceau. 


et de la bissectrice 


98 ch. 3. Courbes du premier degré [366-372 


366. On donne l'équation 
œ (8x + 2y — 9) + B (2x + 5y + 5) = 0 
d’un faisceau de droites. Trouver la valeur de C pour laquelle la 
droite 
4x — 3 + C—=0 


appartient au faisceau. 
367. On donne l'équation 


@ (5x + 3y — 7) + B (3x + 10y + 4) = 0 
d'un faisceau de droites. Trouver les valeurs de a pour lesquelles 
la droite 
az + 5y +9—=0 


n'appartient pas au faisceau. 
368. Le centre du faisceau de droites 


a (2x — 3y — 20) + B (3x + 5y — 27) = 0 
est aussi le sommet d’un carré dont la diagonale est portée par la 
droite 
z + 7y — 16 = 0. 


Former les équations des côtés et de la seconde diagonale. 
369. On donne l'équation 


a (2x + 95y + 4) + B (8x — 2y + 25) = 0 


d’un faisceau de droites. Trouver une droite du faisceau qui détermi- 
ne sur les axes de coordonnées des segments égaux mais non nuls 
(en comptant à partir de l’origine des coordonnées). 

370. On donne l'équation 


œ (2x + y + 1) + B (x — 3y — 10) = 0 


d’un faisceau de droites. Trouver les droites du faisceau qui déter- 
minent sur les axes de coordonnées des segments d’égale longueur 
(en comptant à partir de l'origine des coordonnées). 

371. On donne l'équation 


œ (217 + 8y — 18) + B (11xz + 3y + 12) = 0 


d’un faisceau de droites. Trouver les droites du faisceau qui décou- 
pent dans les angles de coordonnées des triangles de 9 unités de 
surface. 

372. On donne l'équation 


a(2z +y+4)+$B(x—2y —3)=0 
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d’un faisceau de droites. Démontrer que de toutes les droites de ce 


faisceau il n’en est qu’une seule qui se trouve à la distance d = V/ 10 
du point P (2, —3). Former son équation. 
73. On donne l'équation 


œ(2z—y—6)+B(z—y—4) =0 


d'un faisceau de droites. Démontrer que parmi les droites de ce fais- 
ceau il n’en existe pas une seule qui se trouve à la distance d = 3 
du point P (3, —1). 
374. Former l'équation d'une droite qui passe par le point 
d'intersection des droites 
3 +y—5—=0, z—2y +10 — 0 


et qui se trouve à une distance d — 5 du point C (—1, —2). Sans 
calculer les coordonnées du point d’intersection, trouver la solution. 
375. On donne l'équation 


a (5z + 2y + 4) + B (x + y — 25) = 0 


d’un faisceau de droites. Former les équations des droites de ce 
faisceau qui avec les droites 


2z — 3y+5—0, 127 + 8y—-7—0 


donnent des triangles isocèles. 
376. Former l'équation de la droite qui passe par le point d'in- 
tersection des deux droites 


Az + 3y — 7 — 0, 1Â2r + y — 19 = 0 


et qui se trouve à égale distance des points À (3, —2) et B (—1, 6). 
Résoudre cet exercice sans calculer les coordonnées du point d'in- 
tersection de ces droites. 

377. On donne les équations de deux faisceaux de droites: 


@y (97 + 3y — 2) + Bi (3x — y — 4) — 0, 
@z (tr — y + 1) + B2 (2x — y — 2) = 0. 
Sans calculer les centres des faisceaux, former l'équation de la droite 
commune aux deux faisceaux. 


378. Les côtés AB, BC, CD et DA d’un quadrilatère ABCD 
sont respectivement donnés par les équations: 


8x + 2y —13—0, 3x — 4y + 17 = 0. 


Sans calculer les coordonnées des sommets, former les équations des 
diagonales AC et BD du quadrilatère. 


60 ch. 3. Courbes du premier degré [379-380 


379. Le centre du faisceau de droites 
@ (2x + 3y + 5) + P (3x — y + 2) = 0 


est l’un des sommets du triangle dont deux des hauteurs sont données 
par les équations: 


z—4y+1—=0, 2 +y+1—=O. 


Former les équations des côtés du triangle. 


$ 16. Equation polaire d’une droite 


Une droite menée par le pôle perpendiculairement à une droite donnée est 
une normale à celle-ci. Désignons par P le point d'intersection de la normale 


Fig. 11 


avec la droite : fixons sur la normale un sens positif du point O vers le point P. 
L'angle dont il faut faire tourner l’axe polaire jusqu’à ce qu'il coïncide avec 


le segment OP s'appelle angle polaire de la normale. 


380. Former l'équation polaire d’une droite, si on connaît sa 
distance p au pôle et l'angle polaire &« de la normale. 


Solution. 1reméthode. Choisissons sur la droite donnée s 
Qi. 11) un pont quelconque M de coordonnées polaires p et 6. Désignons par 
P Île point d’intersection de la droite s avec sa normale. 11 vient du triangle 
rectangle OP M 


el 
PT cos (0— a) ‘ (1) 
Nous avons ainsi une équation à deux variables p et 0, qui est vérifiée par 
les coordonnées de tout point M de la droite s et qui n’est vérifiée par les coor- 
données d'aucun point qui ne se trouve sur cette droite. Par conséquent, l’équa- 
tion (1) est l'équation de la droitc s. Ainsi le problème est résolu. 
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2ème méthode. Considérons un système de coordonnées cartésiennes 

rectangulaires dont le demi-axe positif des abscisses coïncide avec l'axe polaire 
du système de coordonnées polaires donné. On a dans ce système cartésien l'é- 
quation normale 

zcosa +ysnmaæa—p—=0 (2) 
de la droite s. Utilisons les formules de transformation des coordonnées polai- 
res en coordonnées cartésiennes : 

z=pcos6, y = psin 6. (3) 
En substituant dans l'équation (2) les expressions (3) de zx et y, il vient 

p (cos 0 cos & + sin 6 sin a) = p 


ou 
P 


PE 


381. Former l'équation polaire d’une droite si on connaît: 

1) l’angle B formé par la droite et l’axe polaire et la longueur 
p de la perpendiculaire abaissée du pôle sur cette droite. Former 
l'équation de la droite pour 


TL e 
P=—, p=3; 


2) le segment a découpé par la droite sur l’axe polaire, compté 
à partir du pôle, et l'angle polaire « de la perpendiculaire à cette 
droite. Former l'équation de la droite pour 


a=2, a=— + F1; 
3) l’angle B formé par la droite et l’axe polaire, et le segment 
a découpé par la droite sur cet axe, compté à partir du pôle. Former 
l'équation de la droite pour 


B=—, a = 6. 


382. Former l'équation polaire d’une droite qui passe par le 
point M1 (p1, 6) et fait avec l’axe polaire l'angle $ 

383. Former l'équation polaire d’une droite qui passe par le 
point M (p1, 61) et dont la perpendiculaire forme l'angle polaire «. 

384. Former l'équation polaire d’une droite qui passe par les 
points Mi (p:1, 01) et M2 (p2, 02). 


Chapitre4 


PROPRIÉTÉS GÉOMÉTRIQUES DES COURBES 
DU DEUXIÈME DEGRÉ 


$ 17. Cercle 
L'équation 
(c— a) + (y — PB) = R° (1) 
définit un cercle de rayon R et de centre C («, B). 


Si le centre du cercle coïncide avec l'origine des coordonnées, c'est-à-dire 
si «a — 0, B — 0, l'équation (1) prend la forme 


+ y" = R*. (2) 


385. Former l’équation d'un cercle dans chacun des cas suivants: 

1) le centre du cercle coïncide avec l'origine des coordonnées 
et son rayon est R = 3; 

2) le centre du cercle coïncide avec le point C (2, —3) et son 
ravon est R = 7; 

3) le cercle passe par l’origine des coordonnées et son centre 
coïncide avec le point C (6, —8); 

4) le cercle passe par le point À (2, 6) et son centre coïncide 
avec le point C (—1, 

9) les points À (3, 2) et B (—1, 6) sont les extrémités de l’un 
des diamètres du cercle; 

6) le centre du cercle coïncide avec l'origine des coordonnées 
et la droite 3x — 4y + 20 — 0 lui est tangente; 

7) le centre du cercle coïncide avec le point © (14, —1) et la 
droite 5x — 42y + 9 = 0 lui est tangente; 

8) le cercle passe par les points À (3, 1) et B (—1, 3) et son 
centre se trouve sur la droite 3x — y — 2 — 

9) a _cercle passe par les trois points: À a, 1), B (1, —1) et 
C (2, 

0) le cercle passe par les trois points: M4 (—1, 5), M2 (—2, —2) 
et M: (5, 9). 

386. Le point C (3, —1) est le centre d’un cercle découpant sur 
la droite 


2z — 5y +18 = 0 


une corde de longueur 6. Former l'équation de ce cercle. 


387. Former les équations des cercles de rayon R = V5, tangents 
à la droite x — 2y — 14 — 0 au point M4 (3, 1). 
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388. Former l'équation du cercle tangent aux deux droites paral- 
èles 2x + y — 9 = 0, 2x + y + 15 = 0 et à l’une d'elles au point 
A (2, 1). 
389. Former les équations des cercles passant par le point À (1, 0) 
et qui sont tangents aux deux droites parallèles : 
27 +y+2—=0, 2r + y — 18 = 0. 


390. Former l'équation du cercle qui, ayant son centre sur la 
droite 
2x + y = 0, 
est tangent aux droites 
4x — 3y + 10 — 0, 4x — 3y — 30 = 0. 

391. Former les équations des cercles tangents aux deux sécantes 
7z—y—5—=0, z+y+13 — 0 et à l'une d'elles au point 
M, (1, 2). 

392. Former les équations des cercles passant par l’origine des 
coordonnées et qui sont tangents aux sécantes 


z+2y—9=0, 2 —y+2=0. 


393. Former les équations des cercles qui, ayant leur centre 
sur la droite 


4x — 5y — 3 = 0, 
sont tangents aux droites 
2x — 3y—10—0, 3x — 2y + 5 = 0. 


394. Former les équations des cercles passant par le point 
A (—1, 5) et qui sont tangents aux deux sécantes: 


3x + 4y — 35 — 0, 4x + 3y + 14 = 0. 

395. Former les équations des cercles tangents aux trois droites: 

4x — 3y —10—=0, 3x — 4y — 5 — 0 et 3x — 4y — 15 — 0. 

396. Former les équations des cercles tangents aux trois droites: 

3z + 4y — 35 — 0, 3x — 4y — 35 = 0 et z — 1 = 0. 

397. Indiquer parmi les équations données ci-dessous celles qui 
définissent des cercles. Déterminer leur centre C et leur rayon R : 
1) ( — 5) + (y +2} = 25; 6) 2° + y — 2x + 4y + 14 = 0; 


2) (+ 2} + y = 64; DÉ+p+4r—-2y+5=0; 
3) (—5) +(y+2} =0; 82+p+z=0; 
4) 2 +(y—5) =5; 9) 23 + y + 67 — 4y + 14 = 0; 


5) 23 + y? — Dr + 4y — 20 = 0; 10) 2° + y + y = 0. 
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398. Indiquer la nature des courbes définies par les équations 
suivantes : 


1) y= +V9—x; 6) y=15—V64—2;; 
2) y= —V25—x"; 7)z= —-2—V9-y;: 
3) xz=—V4—y; 8) r= —2+V9—y?; 
4) z= +V16—% ; 9) y=—3-—1/21—47—% ; 


5) y=15+V64—27; 10) z= —5+Y 40 —6y—y°. 


Construire ces courbes. 

399. Indiquer la position du point À (1, —2) par rapport 
à chacun des cercles donnés ci-dessous (à l'intérieur, à l'extérieur 
ou sur la circonférence) : 


D a+y=i; Da+y=5; 
3) 2°+y —=9; 4) à + y — 8x — 4y —5 = 0; 
9) z° + y° — 10x + 8y = 0. 
400. Former l'équation de la ligne des centres des deux cercles 
donnés par les équations: 
1) G—3} + y =9 et (z + 2) + (y — 1} = 1; 
2) (x + 2} + (y — 13° = 16 et (x + 2) + (y + 5P = 25; 
3) 2x? + y? — 4x + 6y = 0 et z° + y? — 6x — 0; 
4) +y—z+2y=0 et 2° + y + 5x + 2y — 1 — 0. 


401. Former l'équation du diamètre du cercle 
2 + y + 4x — 6y — 17 = O0, 
perpendiculaire à la droite 
OZ + 2y — 13 = 0. 


402. Calculer la plus courte distance d’un point à un cercle dans 
chacun des cas suivants: 


a) À (6, —8), x° + y — 9; 
b) B (3, 9), z° + y° — 26x + 30y + 313 = 0; 
c) C(—7, 2), 2° + y? — 10x — 14y — 151 = 0. 
403. Déterminer les coordonnées des points d’intersection de la 
droite 7x — y + 12 — O0 et du cercle (x — 2)? + (y — 1}? = 25. 


404. Déterminer la position de la droite par rapport au cercle 
(se coupent-ils, sont-ils tangents, ou extérieurs l’un à l’autre), si 
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leurs équations sont données: 
1) y=2rz—3 et 2+y —3z+2y—3—=0; 
2) y=ri—+ et 2°+ y —8x+2y+12 =0; 
3) y=rz+10 et r?+y*—1—=0. 


405. Déterminer la valeur du coefficient angulaire 4 pour laquelle 
la droite y = kzx 

1) coupe le cercle x? + y* — 10x + 16 = 0; 

2) est tangente à ce cercle; 

3) ne coupe pas ce cercle. 

406. Trouver la condition de tangence de la droite y = kr + b 
et du cercle r° + y° — Ri. 

407. Former l'équation du diamètre du cercle 


x — 2} + (y + 1} = 16, 
qui passe par le milieu de la corde portée par la droite x — 2y — 


408. Former l'équation de la corde au cercle 
(x — 3}? + (y — 7) = 169, 
dont le point Af (8,5, 3,5) divise cette corde en deux parties égales. 
&09. Calculer la longueur de la corde au cercle 
(x — 2} + (y — 4ÿ = 10, 
dont le point À (1, 2) divise cette corde en deux parties égales. 
410. Soit 
a (x — 8y + 30) + B (x + oy — 22) = 0 
l'équation d'un faisceau de droites. Trouver les droites du faisceau 
qui portent des cordes au cercle 


+ y — 2x + 2y — 14 = 0 
de longueur 2 V3. 


411. Soient 

(x — ms) + (y — 3) = Ki, 

(x — m2) + (y— nr) = R; 
deux cercles qui se coupent aux points M; (x1, y1) et Mo (z2, y2). 
Démontrer que l'équation de tout cercle et de la droite passant par 
les points M, et M, peut être donnée sous la forme 

a [(r — m3) + (y — m3) — Ril + 
+ B [(z — m2) + (y — nr) — RA = 0 

à condition d'avoir choisi convenablement les nombres & et B. 
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412. Former l’équation du cercle qui passe par le point 4 (1, —1) 
et par les points d’intersection des deux cercles 
2 + y? + 2x — 2y — 23 = 0, 
z° + y? — 6x + 12y — 35 = 0. 
413. Former l'équation du cercle qui passe par l’origine des 
coordonnées et par les points d’intersection des deux cercles 
+3) + y +1 = 25, (2 — 2) + (y + 4} =. 
414. Former l'équation de la droite qui passe par les points 
d'intersection des deux cercles 
D+gp+3z—-y—=0, 32 + 3ÿ + 2r + y = 0. 
415. Calculer la distance du centre du cercle z2° + y? = 2x 
à la droite qui passe par les points d’intersection des deux cercles 
LH + Sr — 8y+1—0, 2 + y — 3x + Ty — 25 = 0. 
416. Calculer la longueur de la corde commune aux deux cercles 
2? + y? — 107x — 10y = 0, 2° + y? + 6x + 2y — 40 = 0. 


417. Le centre d’un cercle se trouve sur la droite x + y = 0. 
Former l'équation de ce cercle si on sait qu’il passe par les points 
d’intersection des deux cercles 


Gœ— A1} + y +5) = 50, (x +1} + (y + 1$ = 10. 


418. Former a Rs de la tangente au cercle 2? + y? — 5 
au point À (—1, 

419. Former FT de la tangente au cercle (x + 2)° + 
+ (y — 3}? = 25 au point À (—5, 7). 

420. Trouver sur le cercle 

162? + 16y? + 48r — 8y — 43 = 0 
un point M, aussi rapproché que possible de la droite 
8z—4y+73—0 


et calculer la distance d du point M, à cette droite. 

421. Le point M; (x:1, y1) se trouve sur le cercle x? + y? — R:°. 
Former l'équation de la tangente au cercle en ce point. 

422. Le point M, (z1, y1) se trouve sur le cercle 


œ—a} +(y—BY =R 
Former l'équation de la tangente au cercle en ce point. 


423. Calculer la valeur de l'angle aigu formé par l'intersection 
de la droite 3x — y — 1 — 0 et du cercle 


œ—2) +yÿ=5 
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(on appelle angle d’une droite et d’un cercle l'angle formé par la 
droite et la tangente au cercle menée en leur intersection). 
424. Calculer l’angle sous lequel les cercles 
G—3} +(y—1ÿ =8, (x —2Ÿ + (y +2} =2 
se coupent (on appelle angle de deux cercles l'angle formé par les 
tangentes menées en leur intersection). 
425. Former la condition d’après laquelle les cercles 
(x — @) + (y — 8) = RŸ, (x — a) — (y — B2) = R; 
se coupent à angle droit. 
426. Démontrer que les cercles 
z? + y? — 2mx — 2ny — m°? — n° = 0, 
x? + y? — 2nzx -- 2my + m° — n° — 
se coupent à angle droit. 


427. On mène par le point À ( | —+) les tangentes au cercle 
zx? + y — 5. Former leurs équations. 
428. On mène par le point À (1, 6) les tangentes au cercle z° + 
+ y? + 2x — 19 — 0. Former leurs équations. 
429. Soit 
a (3x + 4y — 10) + B (3x — y — 5) — 0 


l'équation d’un faisceau de droites. Déterminer les droites de ce 
faisceau tangentes au cercle 


x + y° + 2x — 4y = Q. 
430. On mène par le point À (4, 2) les tangentes au cercle z° + 
+ y? == 10. Calculer l’angle formé par ces tangentes. 
431. On mène par le point P (2, —3) les tangentes au cercle 


(z — 1} + (y + 5)? = 4. Former l'équation de la corde passant 
par les points de tangence. 


432. On mène par le point C (6, —8) les tangentes au cercle 
z* + y 25. 
Calculer la distance d du point C à la corde passant par les points 
de tangence. 
433. On mène par le point P (—9, 3) les tangentes au cercle 
2? + y? — 6x + 4y — 78 = 0. 


Calculer la distance d du centre du cercle à la corde passant par les 
points de tangence. 


434. On mène par le point M (4, —4) les tangentes au cercle 
+ y — 6x + 2y + 5 = 0. 
Calculer la longueur d de la corde passant par les points de tangence. 
5% 
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435. Calculer la longueur de la tangente au cercle 
DHp+z— 3y —3—0 
menée par le point À (1, —2). 
436. Former les équations des tangentes au cercle 
+ y + 10 — 2y + 6 = 0, 


parallèles à la droite 2x + y — 7 = 0. 
437. Former les équations des tangentes au cercle 


perpendiculaires à la droite z — 2y + 9 = 0. 

438. Former l'équation en coordonnées polaires d’un cercle dont 
on connaît le rayon R et les coordonnées polaires du centre C (R, 6). 

439. Former l'équation en coordonnées polaires d’un cercle dont 
on connaît le rayon À et les coordonnées polaires du centre: 

1) C(R,0)}; 2)C(R,n); 3) C (R, 5): 4) C (R,—<). 

440. Définir les coordonnées polaires du centre et le rayon des 

cercles donnés ci-dessous : 
1) p=4cos8; 2) p—3sin6; 3) p= —2cos0; 


4) p=—5sin0; 5) p—6 cos (5 —0); 
6) p=8sin(9— +); 7) p=8sin (5 —06). 


441. On donne les équations en coordonnées polaires des cercles : 
1)p = 3cos8; 2)p—=—4sin0; 3) p = cos 0 — sin 8. 


Former leurs équations en coordonnées cartésiennes rectangulaires 
de façon que l'axe polaire coïncide avec le demi-axe positif des 
x et le pôle avec l’origine des coordonnées. 
&42. On donne les équations en coordonnées cartésiennes rectan- 
gulaires des cercles: 
Da+g=z; 2) 2 + = — 3x; 38) à + y = 5y; 
4 A+ = — y; SÉ+ÿ =r+y. 


Former leurs équations en coordonnées polaires de façon que l'axe 
polaire coïncide avec le demi-axe positif des x et le pôle avec l'origine 
des coordonnées. 

443. Former l'équation polaire de la tangente au cercle p = R 
menée au point 1 (R, 6). 


$ 18. Ellipse 


On appelloellipse le lieu géométrique des points tels que la somme des distan- 
ces à deux pointsfixes du plan, appelés foyers, est une quantité constante supé- 
rieure à la distance des foyers. On désigne par 2a la somme constante des distan- 
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ces d’un point quelconque de l'ellipse aux foyers. On désigne par les lettres 
F,et F; les foyers, par 2c la distance qui les sépare, dite distance focale. D'’a- 
près la définition de l’ellipse on a 2a >> 2c ou a > c. 

Considérons une ellipse. Si les axes d’un système de coordonnées cartésien- 
nes rectangulaires sont choisis de manière que les foyers de l'ellipse considérée 
se trouvent sur l'axe des abscisses, re symétriquement par rapport à 
l'origine des coordonnées, l'équation de l’ellipse est alors de la forme 

22 y? 
ui + ro an 1, ( 1) 


a? 


où b = Y'a? — c?; il est évident que a > b. Une équation de la forme (1) est 
dite équation canonique de l'ellipse. 

Dans le système de coordonnées adopté, les axes de coordonnées sont éga- 
lement les axes de symétrie de l'ellipse et l'origine des coordonnées — son 
centre de symétrie (fig. 12). Les axes de symétrie de l’ellipse sont encore appe- 
lée axes et centre de symétrie, centre de l’ellipse. Les points d’intersection 


Fig. 12 


de l'ellipse avec ses axes sont appelés sommets de l'ellipse. Sur la fig. 12 les 
points 4”, À, B° et B sont les sommets de l’ellipse. Souvent on appelle aussi 
axes de l’ellipse les segments 4A’A = 2a et B’B = 2b; de même, les segments 
OAÀ = a et OB = b sont respectivement appelés demi-grand axe et demi- 
petit axe de l'ellipse. 

Si les foyers de l’ellipse sont situés sur l’axe Oy (disposés symétriquement 
par rapport à l'origine), l'équation de l'ellipse conserve la même forme (1). 
mais dans ce cas b = a; par conséquent, si nous désirons noter le demi-grand 
axe par a, il faut dans l'équation (1) permuter les paramètres a et b. Cependant, 
dans le but de simplifier les énoncés des exercices, nous conviendrons, une 
fois pour toutes, de désigner par a le demi-axe coïncidant avec l’axe Oz et par 
b le demi-axe coïncidant avec l'axe Oy, indépendamment de ce que a ou b est 
plus grand. Si a = b, l'équation (1) est celle d’un cercle; ainsi le cercle est 
un cas particulier de l'ellipse. 

Le nombre 

C 
E=— ;, 
a 

où a est le demi-grand axe, s'appelle excentricité de l’ellipse. 11 est évident 
que € << 1 (pour le cercle & = 0). Si M (x, y) est un point quelconque de l'el- 
lipse, les segments FM = r, et F2M = r2 (fig. 12) sont appelés rayons focaux 


70 ch. 4. Propriétés géométriques des courbes 
du point M. On peut calculer les rayons focaux à l’aide des formules 
r, = a + Ex, r2 = a — Ez. 


Si l'ellipse est définie par l'équation (1) et si a > b, les droites 


a a 
E € 


(fig. 12) Hope nsne directrices de l’ellipse (si b > a, les directrices ont pour 
équations y = — SV TL 


Chacune des directrices jouit de la propriété suivante: si r est la distance 
d’un point quelconque de l’ellipse à l’un des foyers et d — la distance de ce 


Fig. 13 Fig. 14 


même point à la directrice relative à ce foyer, le rapport est une quantité 


» 


constante égale à l'excentricité de l'ellipse 


—e 
7 

Si deux plans & et B forment un angle aigu , la projection sur le plan 
d'un cercle de rayon a, appartenant au plan &, est une ellipse de demi-grond 
axe a; le demi-petit axe b de cette ellipse est alors donné par la formule 


b—=acos 
(fig. 13). 

Si un cylindre de révolution a pour directrice un cercle de rayon b, alors 
la section de ce cylindre par un plan, formant avec l'axe du cylindre un angle 
aigu , est une ellipse de demi-petit axe b; le demi-grand axe a de cette ellip- 
se est donné par la formule 


(fig. 14). 
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444. Former l'équation d’une ellipse dont les foyers se trouvent 
sur l’axe des abscisses, disposés symétriquement à l'origine des 
coordonnées, et sachant en outre que: 

1) ses demi-axes sont 5 et 2; 

2) son grand axe est égal à 10 et la distance focale est 2c = 8; 

3) son petit axe est 24 et la distance focale 2c — 10; 

4) la distance focale est 2c — 6 et le rapport d’excentricité 


£ = 


tn] 20 


9) son grand axe est 20 et le rapport d’excentricité e = +; 


6) son petit axe est 10 et le rapport d'excentricité 8 — _ : 


1) la distance entre les directrices est 5 et la distance focale 
2C :< 4: 

S) son grand axe est 8 et la distance entre les directrices 16; 

9) son petit axe est 6 et la distance entre les directrices 13; 


10) la distance entre les directrices est égale à 32 et e=— : 


445. Former l'équation d’une ellipse dont les foyers se trouvent 
sur l’axe des ordonnées, disposés symétriquement à l'origine des 
coordonnées, et sachant en outre que: 

1) ses demi-axes sont 7 et 2; 
2) son grand axe est 10 et la distance focale 2c = 8; 
3) sa distance focale est 2c — 24 et le rapport d'’excentricité 

12. 
= 5: 

&) son petit axe est 16 et le rapport d’excentricité e — Le 
5) la distance focale est 2c — 6 et la distance entre les directrices 


.2. 
16 +; 


E 


‘ 2 
6) la distance entre les directrices est 10 — et le rapport d’excen- 


tricité € — ce 


L 


1 
446. Calculer les demi-axes des ellipses suivantes: 


1) +1; 2) Eyt=1; 3) 22+25y 25; 
4) x°+5y?=15; 5) 41?+9y2—25; 6) 9x?+25y2— 1; 
7) z2+4y2—1; 8) 1672+y2—16; 9) 25r2+ 9y?— 1; 

10) 9x? + y? = 1. 


447. Soit l’ellipse 91°? + 25y? — 225. Trouver : 1) ses demi-axes ; 
2) ses foyers ; 3) son excentricité ; 4) les équations de ses directrices. 
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448. Calculer l'aire du quadrilatère dont deux des sommets 
coïncident avec les foyers de l’ellipse 


22 + 5y = 20, 


et les deux autres avec les extrémités du petit axe. 

449. On donne l’ellipse 9x? + 5y° — 45. Trouver: 1) ses demi- 
axes; 2) ses foyers; 3) son excentricité; 4) les équations de ses 
directrices. 

450. Calculer l’aire d’un quadrilatère dont deux des sommets 
coïncident avec les foyers de l’ellipse 


9x? + 5y? = 1, 
et les deux autres avec les extrémités du petit axe. 
451. Calculer la distance du foyer F (c, 0) de l’ellipse 
z y? 
ar tire 
à la directrice relative à ce foyer. 
452. En se servant du seul compas, construire les foyers de l’el- 


2 2 x s 
lipse Æ + _. — 4 (on suppose donnés les axes de coordonnées et 


l'unité de longueur). 
453. Trouver sur l’ellipse 
+2 y 
B+4i 
les points d'abscisse —3. 
454. Parmi les points donnés À, (—2, 3), 4: (2, —2), A3 (2, —4), 
À; (—1, 3), Às (—4, —3), À 6 (3, —1), A; (3, —2), À (2, 1), 
A9 (0, 15) et 4:10 (0, —16) indiquer ceux qui se trouvent à l’inté- 
rieur et à l'extérieur de l’ellipse 87? + 5y? = 77. 
455. Déterminer la nature des courbes définies par les équations 
suivantes : 


4) y = +SVT6—%; 2) y= LES 
3 z=—2V9-y; 4)z= +5 V4. 


Construire ces courbes. 


456. Soit donnée une ellipse d’excentricité e — L; le rayon 
focal du point M de l’ellipse est 10. Calculer la distance du point 


M à la directrice relative au foyer considéré. 
457. Soit donnée une ellipse d’excentricité e — £; la distance 


d'un point M de l'ellipse à l’une des directrices est 20. Calculer 
la distance du point M au foyer relatif à cette directrice. 
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458. Etant donné le point M, (2, —+) de l'ellipse 


former les équations des droites portant les rayons focaux de ce point. 
459. Après avoir vérifié que le point M, (—4, 2,4) se trouve sur 
l’ellipse 
z? y? ”- 
EST nSS 
déterminer les rayons focaux de ce point. 

460. Soient e=+ l'excentricité et F (—2, 0) l'un des foyers 
d’une ellipse dont le centre coïncide avec l’origine des coordonnées. 
Calculer la distance du point M, de l’ellipse d’abscisse 2 à la direc- 
trice relative à ce foyer. 


461. Soient e — _ l’excentricité et x — 16 l'équation d’une 


des directrices d’une ellipse dont le centre coïncide avec l’origine 
des coordonnées. Calculer la distance du point M, de l’ellipse d’abscis- 
se — 4 au foyer relatif à la directrice considérée. 

+2 


462. Déterminer les points de l’ellipse 100 7 _u — 1 tels que 
leur distance au foyer qui se trouve sur l’axe des x positifs est 14. 
463. Déterminer les points de l’ellipse e. +41 tels que 


leur distance au foyer qui se trouve sur l’axe des x négatifs est 2,5. 
2 2 
464. On mène par l’un des foyers de l’ellipse SE + — À une 
perpendiculaire au grand axe. Calculer les distances des points d’in- 
tersection de la perpendiculaire avec l’ellipse aux deux foyers. 
465. Former l'équation de l’ellipse dont les foyers se trouvent 
sur l'axe des abscisses et disposés symétriquement par rapport 
à l’origine des coordonnées si on connaît: 


1) le point M, (—2V 5, 2) de l’ellipse et son demi-petit axe b= 3; 
2) le point WM,(2, —2) de l’ellipse et son demi-grand axe a=4; 
3) les points M,(4, —V 3) et M2(2 V2, 3) de l'ellipse; 

4) le point M, (V 15, —1) de l'ellipse et la distance focale 2c = 8; 


9) le point M, (2, +) de l’ellipse et l’excentricité e + ; 

6) le point M1 (8, 12) de l’ellipse et sa distance r; = 20 au 
foyer qui se trouve sur l'axe des x négatifs ; 

7) le point M, (—V5, 2) de l’ellipse et la distance entre les 
directrices 10. 
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466. Déterminer l’excentricité e d’une ellipse si: 

1) on voit des foyers son petit axe sous un angle de 60° ; 

2) on voit des sommets du petit axe la distance focale sous un 
angle droit; 

3) la distance entre les directrices est triple de la distance focale ; 

4) le segment de la perpendiculaire abaissée du centre de l'ellipse 
sur l'une des directrices est partagé en deux parties égales par le 
sommet. 

&67. On mène par le foyer F d’une ellipse une perpendiculaire 
à son grand axe (fig. 15). Déterminer la valeur de l’excentricité 


pour laquelle les segments AB et OC seront parallèles. 


Fig. 15 


468. Former l'équation de l’ellipse de demi-axes a, b et de centre 
C (zo, ÿo), sachant que les axes de symétrie de l’ellipse sont paralle- 
les aux axes de coordonnées. 

469. Une ellipse est tangente à l'axe des abscisses au point 
A (3, 0) et à l’axe des ordonnées au point B (0, —4). Former l’équa- 
tion de cette ellipse, sachant que ses axes de symétrie sont parallèles 
aux axes de coordonnées. 

470. Le point C (—3, 2) est le centre d’une ellipse tangente aux 
deux axes de coordonnées. Former l’équation de cette ellipse, sachant 
que ses axes de symétrie sont parallèles aux axes de coordonnées. 

471. Vérifier que chacune des équations données ci-dessous 
définit une ellipse et trouver les coordonnées de son centre C, les 
demi-axes, l'excentricité ainsi que les équations des directrices: 


1) 5x? + 9y? — 30x + 18y + 9 — 0; 
2) 167? + 25y? + 32r — 100y — 284 = 0; 
3) 4x? + 3y? — 8x + 12y — 32 = 0. 
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472. Déterminer la nature des courbes définies par les équations 
suivantes : 


D y=-7+SV6+6- 7; 
2) y=1—+ V —67— 7x; 

3) z=—2V —5—6y—y"; 
4) z=—5++V8+2y—7. 


Représenter ces courbes sur un graphique. 

473. Former l'équation d’une ellipse, sachant que: 

1) son grand axe est 26 et les foyers sont les points F, (—10, O0) 
et F; (14, 0); 

2) son petit axe est 2 et les foyers sont les points Fi (—1, —1) 
et F2 (1, 1); 

: 3 3 

3) ses foyers sont les DONS F, (—2, _ , Fo (2, —+) et le 
rapport d’excentricité e= V2; 

4) ses foyers sont les points F,(1, 3) et F2(3, 1) et la distance 
entre les directrices 12 V2. 

414. Former l'équation d’une ellipse si on connaît l’excentricité 
e=+, un des foyers F (2, 1) et l'équation de la directrice corres- 


pondant à ce foyer 
z—9—=0. 
475. Former l'équation d’une ellipse si on connaît l’excentricité 
= — , un des foyers F (—4, 4) et l’équation de la directrice cor- 
respondant à ce foyer 
y + 3 = 0. 


476. Le point A (—3, —5) se trouve sur l’ellipse de foyer 
F (—1, —4) et la directrice correspondant à ce foyer a pour équation 


z—2—=(. 
Former l'équation de l’ellipse. 
477. Former l'équation d’une ellipse si on connaît l’excentricité 
E — _ , un des foyers F (3, 0) et l'équation de la directrice corres- 
pondant à ce foyer 


z + y — 1 —0. 
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478. Le point M, (2, —1) se trouve sur une ellipse dont l’un 
des foyers est F (1, 0) et la directrice correspondant à ce foyer a pour 
équation 

2x — y — 10 = 0. 
Former l'équation de l’ellipse. 

479. Le point M1 (3, —1) est l’extrémité du petit axe d’une 

ellipse dont les foyers se trouvent sur la droite 


y +06 = 0. 


Former l'équation de l’ellipse, si on connaît son excentricité e — ve . 


480. Trouver les points d’intersection de la droite x + 2y — 7 —0 
et de l’ellipse 2? + 4y? = 25. 
481. Trouver les points d'’intersection de la droite 3x + 10y— 


—25=0 et de l'ellipse += 
482. Trouver les pOrRLs d’intersection de la droite 3r —4y— 
— 40 —0 et de l'ellipse + = 1. 


483. Déterminer la re d'une droite par rapport à une 
ellipse (si elle la coupe, lui est tangente ou lui est extérieure), la 
droite et l’ellipse étant données par les équations suivantes: 

1) 2—y—3—0, 2) 2r+y—10—=0, 


2? y? 2. +2 y? _- 
ts 1: gtx =i; 
3) née Most 
É'i 
+61 

484. Trouver les valeurs de m pour lesquelles la droite y — 

= —ZT+m: 
2 2 

1) coupe l’ellipse +=; 2) lui est tangente; 3) lui est 
extérieure. 

485. Etablir la condition de tangence de la droite y—kxz+m 


et de l'ellipse &-+ # —1. 
486. Former l'équation de la tangente à l'ellipse 


F+h=i 


au point de contact M,(zx:, y:). 
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487. Démontrer que les “ya à l’ellipse 


+ = 1 


menées par les extrémités d’un même diamètre sont parallèles. (On 
appelle diamètre de l’ellipse la corde qui passe par son centre.) 
488. Former les équations des tangentes à l’ellipse 


10 55 
parallèles à la droite 
3x + 2y + 7 —0. 
489. Former les équations des tangentes à l’ellipse 
x? + 4y? = 20 


perpendiculaires à la droite 
2z—2y—13—=0. 


490. Mener les tangentes à l’ellipse 
72 y? 
DTA 
parallèles à la droite 
4x — 2y +23=0 


et calculer leur distance d. 
491. Trouver sur l’ellipse 


z? y? — 
Bts! 
un point M,, aussi proche que possible de la droite 
2x — 3y + 25 = 0, 
et calculer la distance d de ce point à cette droite. 


492. Par le point À (5 , à) on mène les tangentes à l’ellipse 
L'ORRES 
+5 
Former leurs équations. 
Le “ le point C(10, —8) on mène les tangentes à l'el- 


lipse 1. Former l'équation de la corde qui passe par les 


23 +46 
points de tangence. 
49%. Par le point P(—16, 9) on mène les tangentes à l'ellipse 
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Calculer la distance d du point P à la corde de l’ellipse qui passe 
par les points de tangence. 

495. Une ellipse passe par le point À (4, —1) et est tangente 
à la droite x + 4y — 10 = 0. Former l'équation de cette ellipse 
de manière que ses axes coïncident avec les axes de coordonnées. 

496. Former l'équation d’une ellipse tangente aux deux droites 
3x — 2y — 20 — 0 et x + 6y — 20 — O0 de manière que ses axes 
coïncident avec les axes de coordonnées. 

497. Démontrer que le produit de la distance du centre d'une 
ellipse au point d'intersection de toute tangente à cette ellipse avec 
l’axe focal par la distance à la base de la perpendiculaire abaissée 
du point de tangence sur l’axe focal est une quantité constante, égale 
au carré du demi-grand axe de l’ellipse. 

498. Démontrer que le produit des distances des foyers à une 
tangente quelconque à l’ellipse est égal au carré de son demi- 
petit axe. 

499. La droite x — y — 5 — () est tangente à une ellipse de 
foyers F, (—3, 0) et F; (3, 0). Former l'équation de cette ellipse. 

900. Former l'équation de l’ellipse dont les foyers se trouvent 
sur l’axe des abscisses, disposés symétriquement par rapport à l’ori- 
gine des coordonnées, si l’équation d’une tangente à l’ellipse 


3x + 410y — 25 — 0 


et son demi-petit axe b — 2 sont connus. 

501. Démontrer que toute droite tangente à une ellipse en un 
point M forme des angles égaux avec les rayons focaux F,M et F:M 
et passe à l’extérieur de l'angle F,MPF;. 

9502. Un rayon lumineux, issu du foyer qui se trouve sur l’axe 
des x négatifs de l’ellipse 


r° ! y? — À 

45 © 20 
forme avec l’axe Oz un angle obtus &. On sait que tg &œ — — 2. 
Ayant atteint l’ellipse, le rayon est réfléchi. Former l'équation de Îla 


droite qui suit la trajectoire du rayon réfléchi. 
503. Calculer les points d'’intersection des ellipses 


z? + 9y? — 45 — 0, 2° + Jy — 6x — 27 = 0. 
504. Après avoir vérifié que les ellipses 
n°1? + m°y° — m°n° = 0, 
m?z? + n°y° — mr =0 (mz#n) 


se coupent en quatre points d’un cercle qui a pour centre l’origine 
des coordonnées, déterminer le rayon À de ce cercle. 
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505. Deux plans & et B forment un angle @ = 30°. Déterminer 
les demi-axes de l’ellipse obtenue par projection sur le plan B d’un 
cercle de rayon R = 10 du plan «. 

506. Une ellipse de demi-petit axe 6 est la projection d’un cercle 
de rayon À = 12. Déterminer l'angle q des plans contenant respecti- 
vement l’ellipse et le cercle. 

507. La directrice d’un cylindre de révolution est un cercle de 
rayon À = 8. Déterminer les demi-axes de l’ellipse, intersection 
du cylindre par un plan qui forme avec son axe l’angle @ — 30°. 


Fig. 16 Fig. 17 


508. La directrice d'un cylindre de révolution est un cercle de 


rayon À = V3. Déterminer l'angle sous lequel un plan doit couper 


l'axe du cylindre pour que la section soit une ellipse de demi-grand 
axe a = 2. 


509. On appelle compression uniforme (ou dilatation uniforme) 
du plan suivant l’axe des abscisses toute transformation ponctuelle 
qui à un point quelconque M (x, y) fait correspondre un point 
M" (x, y’) (fig. 16) de façon qu'on ait 


z° = T, y” — qÿy, 


où q >> 0 est une constante appelée coefficient de compression uni- 
forme. 


D'une manière analogue, on définit la compression uniforme du 
plan suivant l'axe Oy à l’aide des équations 


z' = QI, Yÿ = }y 
(fig. 17). 
Déterminer la transformée du cercle 


2 + y = 95, 
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si le coefficient de compression uniforme du plan suivant l'axe 
des abscisses est g=+ : 
510. Le coefficient de compression uniforme du plan suivant 


l'axe Oz est _ . Trouver l'équation de la courbe en laquelle apres 


2 2 
une telle compression se transforme l’'ellipse toi. 
511. Trouver l'équation de la courbe obtenue en transformant 
2 2 ” L é : 
l’ellipse gts! à l’aide de deux compressions uniformes suc- 


cessives du plan suivant les axes de coordonnées, si les coeffi- 
cients de compression uniforme suivant les axes Ox et Oy sont 


respectivement + et —. 

912. Déterminer le cuefficient qg de compression uniforme 
du plan suivant l’axe Ox de manière que l'ellipse ts! se 
transforme en ellipse 
22 y? 1 


36 716 
913. Déterminer le coefficient g de compression uniforme 
2 2 
du plan suivant l'axe Oy de manière que l’ellipse rl 


| nee 
se transforme en ellipse mT55=1. 


914. Déterminer les coefficients g; et g de deux compressions 
uniformes successives du plan suivant les axes Ox et Oy de manière 


que l’ellipse s+g—1 se transforme en un cercle z° + y? = 16. 


$ 19. Hyperbole 


On appelle hyperbole le lieu géométrique des points tels que la différence 
des distances à deux points donnés du plan, appelés foyers, est une valeur cons- 
tante; ladite différence est prise en valeur absolue et est désignée par 2a. On 
désigne par les lettres F, et F> les foyers de l’hyperbole, par 2c la distance 
focale. 11 découle de la définition de l’hyperbole que 2a << 2c, ou a << c. 

Considérons une hyperbole quelconque. Si les axes du système de coor- 
données cartésiennes rectangulaires sont choisis de manière que les foyers de 
l’hyperbole se trouvent sur l'axe des abscisses, disposés symétriquement par 
FSRROrE à l’origine des coordonnées, l'équation de l'hyperbole est alors de la 
orme 

æ2 y? 

PEN: ns (1) 
où b = ct — aî. L'équation de la forme (1) est dite équation canonique de 
l'hyperbole. Dans ce système de coordonnées, les axes de coordonnées sont. 
aussi les axes de symétrie de l’hyperbole et l’origine des coordonnées est son 
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centre de symétrie (fig. 18). Les axes et le centre de symétrie de l’hyperbole 
s'appellent respectivement axes et centre de l'hyperbole. L'hyperbole coupe 
l'un de ses axes; les points d’intersection sont appelés sommets de l'hyperbole. 
Sur la fig. 18 les points À et A” sont les sommets de l'hyperbole. 


Fig. 18 


Le rectangle de côtés 2a et 2h, disposé symétriquement par rapport aux 
axes de l'hyperbole et tangent aux sommrts, s'appelle rectangle ondauienal 
de l'hyperbole construit sur les axes. 
Les segments de longueur 2a et 2b qui réunissent les milieux des cotés du 
rectangle fondamental de l'hyperbole construit sur les axes sont egalement 
appelés axes de l’hyperbole. Les diagonales de ce rectangle (que l'on prolonge 
indéfiniment) sont Îles asymptotes de l'hyperbole; leurs équations sont : 


L'équation 
T'as Th! (2) 


est celle de l’hyperbole symétrique par rapport aux axes de coordonnées et 
ayant ses foyers sur l'axe des ordonnées; l'équation (2), ainsi que l’équation 
(1), est dite canonique; dans ce cas la différence constante des distances d’un 
point quelconque de l’hyperbole aux foyers est égale à 2b. 

Deux hyperboles données par les équations 


r® y? 22 y? 
if out 
a° b? 1 a ‘ 1 


dans un même système de coordonnées sont dites conjuguées. 


Une hyperbole de demi-axes égaux (a = b) est dite équilatère : son équa- 
tion canonique est de la forme 


z?— y? = a? où —x1° + y? = a. 
Le nombre 


6 — 256! 
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où a est la distance du centre de l’hyperbole à son sommet, s'appelle excen- 
tricité de l'hyperbole. 11 est évident que pour toute hyperbule e > 1. Si 
M (zx. y) est un point quelconque de l’hyperbole, les segments F,M et F:M 
(voir fig. 18) s'appellent rayons focaux du point M. Les rayons focaux des 
points appartenant à la branche de l’hyperbole correspondant aux x positifs 
sont donnés par les formules 


r=erz+a, r = er — a, 
ceux de la branche correspondant aux z négatifs par les formules 
T—= —ELZ— a, r2 = —E£z + a. 


Si l’hyperbole est donnée par l'équation (1), les droites données par les 
équations 


sont appelées directrices (voir fig. 18). Si l'hyperbolc cst donnée par l'équa- 
tion (2), ses directrices sont données par les équations 


b b 
Y=——, Y—=—. 


e € 


Chaque directrice possède la propriété suivante: si r est la distance d’un 
point quelconque de l'hyperhole à l’un des foyers. d la distance du même point 
r 


à la directrice relative à ce foyer, Île rapport î 


est une quantité constante 
égale à l’excentricité de l'hyperbolc: 


r 


FR 


915. Former l'équation d’une hyperbole dont les foyers se trou- 
vent sur l’axe des abscisses, disposés symétriquement par rapport 
à l'origine des coordonnées, si on connaît en outre: 

1) les axes 2a — 10 et 2b — 8; 

2) la distance focale 2c — 10 et l'axe 2b — 8; 


3) la distance focale 2c — 6 et l’excentricité e — 2: 
4) l'axe 2a — 16 et l'excentricité e = ? ; 
5) les équations des asymptotes 
y=+ez 
et la distance focale 2c — 20; 


6) la distance des directrices 3 . et la distance focale 2c — 26 ; 
9 


ES) 


7) la distance des directrices — et l'axe 2b —6; 


et l’excentricité er 


5 
8) la distance des directrices = - 
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9) les équations des asymptotes y= ++ x et la distance des 


directrices 20 € | 


916. Former l'équation d’une hyperbole dunt les foyers se trou- 
vent sur l’axe des ordonnées, disposés symétriquement par rapport 
à l’origine des coordonnées, si on connaît en outre: 

1) les demi-axes a — 6, b — 18 (par a nous désignons le demi- 
axe porté par l’axe des abscisses) ; 


2) la distance focale 2c — 10 et l’excentricité e — . 
19 
3) les équations des asymptotes y — + EE et la distance 
focale 52; 


4) la distance des directrices 6$ 


et l'excentricité £ = < 
2V6 
, 
5) les équations des asympliotes y=+zx et la distance des 


9 
directrices 6 FT : 


517. Calculer les demi-axes « et b des hyperboles données 
ci-dessous : 


1) SE; 2) Eur; 3) 2—4y— 16; 


4) x°—y?=1; 9) 42° —9y—25; 6) 25r?—16y° — 1 ;: 
1) 9x? — 64y° = 1. 


518. Soit donnée l’hyperbole 161? — 9y° — 144. Déterminer: 
1) les demi-axes a et b; 2) les foyers; 3) l’excentricité; 4) les équa- 
tions des asymptotes; 5) les équations des directrices. 
519. Soit donnée l'hyperbole 161? — 9y° — — 144. Déterminer: 
1) les demi-axes a et b; 2) les foyers ; 3) l’excentricité ; 4) les équa- 
tions des asymptotes; 9) les équations des directrices. 
520. Calculer l'aire du triangle formé par les asymptotes de 
l’hyperbole 
r2 y? _4 
4 9. 
et la droite 
Jr + 2y — 24 = 0. 


921. Déterminer la nature des courbes données par les 
équations : 


y=+2Vr—, 2) y= —3V +1, 
3) z=—+Vy +, 4) y= ++ V'r2-+ 25. 
Construire ces courbes. 


(+ 
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522. Soit le point M,(10, —V5) de l'hyperbole 


22 y? 


3 20 1 


Former les équations des droites qui portent les rayons fccaux 
du point considéré. 

923. Aprés avoir vérifié que le point M, (—5, +) appartient 
à l'hyperbole 


y* 
—T=1, 


| % 


déterminer les rayons focaux du point M.. 

524. L'excentricité d’une hyperbole est e — 2, Ic rayon focal 
d'un point M de cette hyperbole par rapport à l’un des foyers est 16. 
Calculer la distance du point M à la directrice correspondant à ce 
foyer. 

525. L'excentricité d’une hyperbole est e — 3, la distance du 
point M de l’hyperbole à la directrice est 4. Calculer la distance du 
point M au foyer correspondant à cette directrice. 

526. L’excentricité d'une hyperbole est e — 2, son centre coïncide 
avec l'origine des coordonnées et l’un de ses foyers est le point 
F (12, 0). Calculer la distance du point M, de l’hyperbole d'abscisse 
13 à la directrice correspondant au foyer considéré. 


527. L'excentricité d'une hyperbole est e = +, son centre 


coïncide avec l'origine des coordonnées et l’une des directrices 
a pour l'équation x — — 8. Calculer la distance d’un point M, de 
l'hyperbole d'’abscisse 10 au foyer correspondant à la directrice 
considérée. 
2 2 
528. Déterminer les points de l’hyperbole _ — es — 4, dont la 
distance au foyer correspondant aux x positifs est 4,5. 
2 
529. Déterminer les points de l’hyperbole T — = == 1, dont 
la distance au foyer correspondant aux zx négatifs est 7. 
2 
530. Par le foyer de l’hyperbole ce — = — 1 relatif aux z 
négatifs on mêne une perpendiculaire à l’axe passant par les 
sommets. Calculer la distance des foyers aux points d'intersection 
de la perpendiculaire et de l’hyperbole. 
531. Construire les foyers de l’hyperbole _ — JE = 1 en nese 
servant que du compas (on supposera connus les axes de coordonnées 
et l'unité de longueur). 
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532. Former l’équation d'une hyperbole dont les fuyers se trou- 
vent sur l’axe des abscisses disposés symétriquement par rapport 
à l’origine des coordonnées si on donne: 


1) deux points M,(6, —1) et M,(—8, 2 V2) de l'hyperbole; 
2) un point M,(—5, 3) de l’hyperbole et l'excentricité eV 2: 
3) un point M, (5: —1) de l’hyperbole et les équations des 


asymptotes y = +; 
4) un point M, (—3, à) de l'hyperbole et les équations 
ZT + + des directrices ; 


9) les équations y=+iz des asymptiotes et r= +. celles 
des directrices. 


533. Déterminer l’excentricité d’une hyperbole équilatère. 

534. Déterminer l’excentricité d'une hyperbole si on sait que le 
segment réunissant les sommets est vu sous un angle de 60° des 
foyers de l’hyperbole conjuguée. 

535. Les foyers d’une hyperbole coïncident avec ceux de l’ellipse 


2 2 S : ; R Un 
= + La — 1. Former l'équation de l’hyperbole si son excentricité 


est & = 2. 
536. Former l'équation d’une hyperbole dont les foyers coïncident 


2 3 : ä 
avec les sommets de l’ellipse 7 + = — 1 et dont les directrices 


passent par les foyers de cette ellipse. 
9537. Démontrer que la distance d’un foyer de l'hyperbole 


72 y? 1 
ai DE 
à son asymptote est b. 


538. Démontrer que le produit des distances d’un point quel- 
conque de l'hyperbole 


a2b2 

a2+ bè ” 

539. Démontrer que l'aire du parallélogramme formé par les 
asymptotes de l’hyperbole 

22 y 

a  b2 


à ses deux asymptotes est une quantité constante, égale à 


= 1 


et les droites menées par un point quelconque de l’hyperbole parallè- 


lement aux asymptotes est une quantité constante, égale à 5 | 
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540. Former l'équation d’une hyperbole dont on connaît les 
demi-axes a et b, le centre C (rs, ÿo) et les foyers qui se trouvent sur 
une droite : 

1) parallèle à l'axe Oz; 

2) parallèle à l’axe Ov. 

541. Montrer que chacune des équations suivantes définit une 
hyperbole et trouver les coordonnées de son centre C, les demi-axes, 
l'excentricité, les équations des asymptotes et des directrices : 


1) 167° — 9y° — Gär — 54y — 161 = 0; 
2) 9x? — 164 -+H J0r + 32y — 367 = 0; 
3) 1617 — Jy? — 64r — 18y -+ 199 = 0. 


542. Déterminer la nature des courbes définies par les équations: 
1) y= —1+ & Va —hx—5, 
2) y=T— À Vers 13, 
3) z=9—2V y +4y +8, 
4) r=5— 2 Vu + Ay— 12. 


Construire ces courbes. 

943. Former l’équation d'une hyperbole si on sait que: 

1) la distance de ses sommets est 24, les foyers coïncident avec 
les points F, (—10, 2) et F; (16, 2); 

2) les foyers coïncident avec les points Fi (3, 4), F2 (—3, —4) 
et la distance des directrices est 3,6; 

3) les asvmptotes font un angle de 90° et les foyers coïncident 
avec les points F#, (4, —4), F: (—2, 2). 

544. Former l'équation d’une hyperbole si on connaît l’excentri- 


cité € — =, un des foyers F (5, 0) et l'équation 9r — 16 -= O de 


la directrice correspondant à ce foyer. 
545. Former l'équation d’une hyperbole si on connaît l'excentri- 
cité e — D un des foyers F (0, 13) et l'équation 13y — 144 = 0 


de la directrice correspondant à ce foyer. 

546. Le point À (—3, —5) appartient à une hyperbole dont l'un 
des foyers est F (—2, —3) et la directrice correspondant à ce foyer 
a pour l'équation 


Former l’équation de l’hyperbole. 
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547. Former l'équation d’une hyperbole dont on connaît l’excen- 
tricité e — }/5, un des foyers F (2, —3) et l'équation 
3 —y+3—0 


de la directrice correspondant à ce foyer. 

548. Le point M, (1, —2) appartient à une hyperbole dont l’un 
des foyers est F (—2, 2), la directrice correspondant à ce foyer 
a pour l'équation 

2x — y — 1 — 0. 


Former l'équation de l'hyperbole. 

549. On donne l'équation r° — y? — a? d'une hyperbole équila- 
tère. Former l'équation de cette hyperbole en prenant ses asymptotes 
pour nouveaux axes de coordonnées. 

990. Vérifier que chacune des équations suivantes définit une 
hyperbole; trouver pour chacune d'elles le centre, les demi-axes, 
les équations des asymptotes: 


1) xy = 18, 2) 2ry — 9 -- 0, 3) 2ry + 25 = 0. 

Construire ces hyperboles. 

551. Déterminer les points d'intersection de la droite 
2r—y-10=0 et de l'hyperbole 5 —#%—1. 

992. Déterminer les points d’intersection de la droite 
4r—3y—16=0 et de l'hyperbole 5 —%— 1. 

593. Déterminer Iles points “d'intersection de la droite 
27—y--1--0 et de l’hyperhole = 1: 

554. Dans chacun des cas suivants déterminer la disposition 


de la droite par rapport à l’hyperbole (se coupent-elles, sont-elles 
tangentes ou ne se coupent-elles pas): 


1)r—y—3=0, S—È 
| Can + 4. 
2) r—2y4+1=0 Lei; 


r? y? 
Pt. 


25 16 
555. Déterminer les valeurs de m pour lesquelles la droite 
2 2 
pet mm: 1) coupe l’hyperbole T1: 2) lui est tangente; 


3) ne la coupe pas. 
556. Former la condition de tangence de la droite y = kr + m 


et de l’hyperbole SE - Î. 
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597. Former l'équation de la tangente à l’hyperbole Si 
au point W,(zx;. y:). 

558. Prouver que les tangentes à une hyperbole menées par les 
extrémités d'un même diamètre sont parallèles. 

599. Former les équations des tangentes à l'’hyperbole 


——"-=—= 1, perpendiculaires à la droite 
4x + 3y—7—=0. 
9560. Former les équations des tangentés à l’hyperbole 


Rd parallèles à la droite 
10z — 3y + 9= 0. 
961. Mener les tangentes à l’hyperbole = —1 parallèles 


à la droite 2z+ 4y —5—0 et calculer leur disiouce d. 
562. Déterminer sur l’'hyperbole 
z? y? 
2181 
un point A7, aussi proche que possible de la droite 
3z+2y+1—=0 


et calculer la distance d du point , à cette droite. 

563. Former les équations des tangentes à l'hyperbole x°— y? — 16 
issues du point A(—1, —7). 

564. Foi le point C(1, —10) on mène les tangentes à l’hy- 

y? 

perbole ——E 
points de tangence. 

565. Par le point P (1, —5) on mène les tangentes à l'hyperbole 


_ — de — 4. Calculer la distance d du point P à la corde qui réunit 


— 1. Former l'équation de la corde qui réunit les 


les points de tangence. 


566. Une hyperbole passe par le point 4 (J/6, 3) et est tangente 
à la droite 9x + 2y — 15 — 0. Former l’équation de cette hyperbole 
dans le cas où ses axes coïncident avec les axes de coordonnées. 

567. Former l'équation d’une hyperbole tangente aux droites 
5x — 6y — 16 = 0 et 13r — 10y — 48 — 0 dans le cas où ses axes 
coïncident avec les axes de coordonnées. 

. Après avoir vérifié que les points d’intersection de l’ellipse 
= — L — 1 et de l'hyperbole = = — cu — 1 définissent les sommets 
d’un rectangle, former les Éditions des côtés de ce rectangle. 
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2 2 
9569. Etant donnés l'hyperbole _ — =. — {, une tangente quel- 
conque, le point P d’intersection de cette tangente avec l'axe Ox 
et la projection Q du point de tangence sur ce même axe, démontrer 
que 
OP .-0Q = ai. 


970. Démontrer que les foyers d’une hyperbole se trouvent 
toujours de part et d'autre d’une tangente quelconque. 

971. Démontrer que le produit des distances des foyers à une 
tangente quelconque de l’hyperbole 

api 

est une quantilé constante égale à b°. 

572. a droite 

2 —y—-4=0 


est tangente à une hyperbole de foyers F; (—3, 0) et F: (3, 0). 
Former l'équation de cette hyperbole. 

973. Former l’équation d’une hyperbole dont les foyers se trou- 
vent sur l’axe des abscisses, disposés symétriquement par rapport 
à l’origine des coordonnées, si on connaît que l’équation de la tan- 
gente à l’hyperbole est 


15z + 16y — 36 = 0 


et la distance de ses sommets 2a — 8. 

574. Démontrer qu’une droite tangente à une hyperbole en un 
point M forme des angles égaux avec les rayons focaux F,M, FM 
et passe à l’intérieur de l’angle F,MPF:. 

575. Un rayon lumineux issu du foyer de l’hyperbole 


qui correspond aux z positifs fait un angle & (x < a < : 7) avec 
l'axe Or. On sait que tg &æ — 2. Ayant atteint l’hyperbole, le rayon 
est réfléchi. Former l'équation de la trajectoire rectiligne du rayon 
réfléchi. 

576. Démontrer qu'une ellipse et une hyperbole de foyers 
communs se coupent à angle droit. 

572. Le coefficient de compression uniforme du plan suivant 


l'axe Oz est +. Trouver l'équation de la courbe transformée de 


2 
l'hyperbole = — Ce — À par cette compression. 


Indication. Voir l'exercice 509. 


90 ch. 4. Propriétés géométriques des courbes [578-582 


5:8. Le coefficient de compression uniforme du plan suivant 
: 4 : ? 2 
l'axe Oy est F- Trouver l'équation de la courbe transformée 


de l’hyperbole == par cette compression. 


579. Trouver l'équation de la courbe transformée de l'hyperbole 
x — y? —9 par deux compressions uniformes successives du plan 
suivant les axes Or et Oy si les coefficients de compression 


uniforme sont respectivement 2 et _ ; 


9580. Déterminer le coefficient q de compression uniforme 


du plan suivant l’axe Oz de manière que l’hyperbole oh 4 


2 2 
se transforme en l'hyperbole == 
981. Déterminer le coefficient g de compression uniforme 


pr? 2 
du plan suivant l'axe Oy de manitre que l’hyperbole =! 


2 2 
se transforme en l’hyperbole ES 1. 
582. Déterminer les coefficients q, et g> de deux compressions 
uniformes successives du plan suivant les axes Or et Oy de ma- 


nière que l'hyperhole = 1 se transforme en l'hyperbole 
1: 


72 y? 
25 (64 


$ 20. Parabole 


On appelle parabole le lieu géométrique des points tels que la distance 
à un point donne du plan, appelé foyer, est égale à la distance de ces points à 
une droite donnée, appelée directrice. On désigne par la lettre F le foyer de la 
parabole et par la lettre p la distance du foyer à lu directrice. Le nombre p 
s'appelle paramètre de la parabole. 

Soit donnée une parabole. Choisissons le système de coordonnées carté- 
siennes rectangulaires de manière que l'axe des abscisses passe par le foyer de 
la parabole perpendiculairement à la directrice et soit orienté dans le sens de 
la directrice vers le foyer; plaçons l'origine des coordonnées au milieu entre 
le foyer et la directrice (fig. 19). Dans ce système de coordonnées, la parabole 
considérée est donnée par l'équation 


y* = 2pz. (1) 
L'équation (1) est dite équation canonique de la parabole. Dans ce même sys- 
tème de coordonnées, la directrice de la parabole est donnée par l'équation 


se” 

EE 

Le rayon focal d'un point quelconque M (x, y) de la parabole, c'est-à-dire la 
longueur du segment FA, peut être calculé à l’aide de la formule 


r=r++ 
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La parabole possède un axe de symétrie, dit axe de la parabole, qu'elle 
ne coupe qu'en un point unique. Ce point s'appelle sommet de la parabole. 
Dans le système de coordonnées choisi précédemment, l'axe de la parabole 
coïncide avec l’axc des abscisses, son sommet se trouve à l'origine des coor- 
données et la parabole est située dans le demi-plan de droite. 


Fig. 19 


Fig. 21 : Fig. 22 


Si le système de coordonnées est choisi de manière que l'axe des abscisses 
coïncide avec l'axe de la parabole ct l'origine des coordonnées avec son sommet, 
et que la parabole considéreé se trouve dans le demi-plan de gauche (fig. 20), 
son équation est alors de la forme 


y = —2pz. (2) 


Dans le cas où l'origine des cocrdonnées se trouve au sommet et l'axe des 
ordonnées coïncide avec l'axe de la parabole, cette dernière est donnéc par une 
équation de la forme 


z° = 2py, (3) 
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si elle appartient au demi-plan supérieur (fig. 21). et de la forme 


z? = —2py;, (4) 


si elle appartient au demi-plan inférieur (fig. 22). 
Chacune des équations (2), (3), (4) de la parabole, ainsi que l'équation (1), 
cst dite canonique. 


583. Former l’équation d’une parabole dont le sommet coïncide 
avec l’origine des coordonnées, si on sait que: 

1) la parabole se trouve dans le demi-plan de droite, disposée 
symétriquement par rapport à l’axe Or, son paramètre étant p = 3; 

2) la parabole se trouve dans le demi-plan de gauche, disposée 
symétriquement par rapport à l’axe Ox, son paramètre étant p — 0,5; 

3) la parabole se trouve dans le demi-plan supérieur, disposée 

pa M à : 1 
symétriquement par rapport à l'axe Oy, son paramètre étant p — Z? 

4) la parabole se trouve dans le demi-plan inférieur, disposée 
symétriquement par rapport à l’axe Oy, son paramètre étant p = 3. 

584. Calculer la valeur du paramètre et déterminer la disposition 
des paraboles 

1) y = 67, 2) = 5y; 3) ÿ = —4x; 4) = —y 
par rapport aux axes de coordonnées. 

585. Former l’équation d’une parabole dont le sommet coincide 
avec l’origine des coordonnées, si on sait que: 

1) la parabole est disposée symétriquement par rapport à l’axe 
Oz et passe par le point À (9, 6); 

2) la parabole est disposée symétriquement par rapport à l’axe 
Ox et passe par le point B (—1, 3); 

3) la parabole est disposée symétriquement par rapport à l’axe 
Oy et passe par le point C (1, 1); 

4) la parabole est disposée symétriquement par rapport à l’axe 
Oy et passe par le point D (4, —8). 

586. Un câble d'acier est suspendu par ses deux extrémités; 
les points d'attache se trouvent à une hauteur égale, leur distance 
est 20 m. La flèche est de 14,4 cm et se trouve à 2 m des points de 
fixation évaluée par rapport à l'horizontale. Calculer la flèche du 
câble en son milieu, si on suppose que le câble a approximativement 
la forme d’un arc de parabole. 

587. Former l'équation d’une parabole de foyer F (0, —3) et 
passant par l’origine des coordonnées, si on sait que son axecoïncide 
avec l’axe Oy. 

588. Déterminer la nature des courbes définies par les équations : 


1)y=+2Vz, 2)y=+V —2, 3) y=—3V —2x, 
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4 y=—2Vz, 5)z=+V5y, 6) z=—-5Y —y, 
7)1z=—V3y, 8) x= +4 —y. 


Construire ces courbes. 

989. Déterminer le foyer F et l'équation de la directrice de la 
parabole y* — 24z. 

990. Calculer le rayon focal d'un point M d’abscisse 7 de la 
parabole y* — 20z. 

991. Calculer le rayon focal d’un point M d’ordonnée 6 de la 
parabole y? — 12r. 

592. Déterminer sur la parabole y? — 16x les points de rayon 
focal 13. 

593. Former l'équation d'une parabole de foyer F (—7, 0) et 
de directrice donnée par l'équation z — 7 = 0. 

994. Former l'équation d’une parabole, si on sait que son sommet 
coïncide avec le point (œ, 8), son paramètre est p, son axe coïncide 
avec l’axe Or et la parabole s'éloigne à l'infini: 

1) dans le sens positif de l’axe Oz; 

2) dans le sens négatif de l'axe Oz. 

995. Former l’équation d’une parabole, si on sait que son sommet 
coïncide avec le point (&œ, B), son paramètre est p, son axe est paral- 
lèle à l’axe Oy et la parabole s'éloigne à l'infini: 

1) dans le sens positif de l’axe Oy (la parabole est dite ascendan- 
te) ; 

2) dans le sens négatif de l’axe Oy (la parabole est dite descen- 
dante). 

99%6. Vérifier que chacune des équations suivantes définit une 
parabole, calculer les coordonnées de son sommet 4, la valeur de 
son paramètre p et former l'équation de la directrice : 


1) y — 4x — 8, 2) y — 4 — 6x, 
3) = 6y +2, 4) = 2 — y. 
997. Vérifier que chacune des équations suivantes définit une 


parabole et calculer les coordonnées de son sommet À et la valeur 
de son paramètre p: 


t)y=+a+z+2, 2) y=4rt—8r+T, 3) y=—<r+2r 7. 

998. Vérifier que chacune des équations suivantes définit une 
parabole et calculer les coordonnées de son sommet À et la valeur 
de son paramètre p: 


1) r=2y?—12y+14, 2) 2 +y, 3) z= —y+2y—1. 
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599. Déterminer la nalure des courbes définies par les équa- 
tions : 


1)y=3—4Vr-1, 2)r=—-4+3Vy+s, 
3) z=2—V6—2y, 4) y— —541V —3r—21. 


Construire ces courbes. 

600. Former l'équation d’une parabole dont on connaît le foyer 
F (7, 2) et la directrice x — 5 = (. 

601. Former l'équation d’une parabole dont on connaît le foyer 
F (4, 3) et. la. directrice y + 1 = O. 

602. Former l'équation d’une parabole dont on connaît le foyer 
F (2, —1) et la directrice x — y — 1 = 0. 

603. Soient À (6, —3) le sommet d'une parabole et 3r — 5y + 
+ 1 — 0 l'équation de sa directrice. Déterminer son foyer F. 

604. Soient À (—2, —1) le sommet d'une parabole et x + 2y — 
— 1 — 0 l'équation de sa directrice. Former son équation. 

605. Déterminer les points d'intersection de la droite x + y — 
— 3 — 0 et de la parabole 2° — 4y. 

606. Déterminer les points d’intersection de la droite 3x + 4y — 
— 12 — 0 et de la parabole y? — — 9r. 

607. Déterminer les points d’intersection de la droite 3x — 
— 2y -- 6 — O et de la parabole y° — 6x. 

608. Préciser la position de la droite par rapport à la parabole 
(se coupent-elles, sont-elles tangentes ou ne se coupent-elles pas) : 


1)z—y+2—=0, y* = 8x; 
2) 8x + 3y — 15 — 0, x? = — 3y; 
3) 557 —y—15—-0, y = — 5x. 


609. Déterminer les valeurs du coefficient angulaire À pour 
lesquelles la droite y — kx + 2: 

1) coupe la parabole y? — 4x; 

2) lui est tangente; 

3) ne coupe pas la parabole. 

610. Former la condition de tangence de la droite y = kx + b 
et de la parabole y? — 2pz. 

611. Démontrer qu'on peut mener une et seulement une tangente 
à la parabole 

y* — 2px, 


de coefficient angulaire À CO. 

612. Former l'équation de la tangente à la parabole y? — 2pz 
au point M; (x1, y:). 

613. Former l'équation d’une droite tangente à la parabole 
y? — Sr et parallèle à la droite 2x + 2y — 3 = 0. 
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614. Former l'équation d’une droite tangente à la parabole 1° — 
— 146y et perpendiculaire à la droite 


2x + 4y + 7 = 0. 
615. Mener une tangente à la parabole 


y? — Â2x 
parallèle à la droite 


3x — 2y + 30 — 0 


et calculer la distance d de la tangente à la droite. 
616. Déterminer un point M, sur la parabole 


y* = 64x 
aussi proche que possible de la droite 
4x + 3y — 14 = 0 


et calculer la distance d du point #, à cette droite. 

617. Former les équations des tangentes à la parabole y? — 36-r 
menées par le point À (2, 9). 

618. Soit menée une tangente à la parabole y? — 2pr. Démontrer 
que le sommet de cette parabole se trouve à égale distance du point 
d’intersection de la tangente avec l’axe Ox et de la projection du 
point de tangence sur ce même axe. 

619. Par le point 4 (5, 9) on mène des tangentes à la parabole 
y® — 9x. Former l'équation de la corde réunissant les points de 
tangence. 

620. Par le point P (—3, 12) on mène des tangentes à la parabole 
y? — 107. Calculer la distance d du point P à la corde réunissant 
les points de tangence. 


r? 


621. Déterminer les points d’intersection de l’ellipse ti 
et de la parabole y? — 24x. 
622. Déterminer Jes points d'intersection de l'’hyperbule 
0 = — — 1 et de la parabole y° = 3x. 


623. Déterminer les points d'intersection des paraboles 
y=2—2r +1, zx = y? — 6y -- 7. 


624. Démontrer qu’une droite tangente à une parabole en un 
point M forme des angles égaux avec le rayon focal de ce point et 
le rayon issu de M parallèle à l’axe de la parabole et dirigé du côté 
où la parabole s'éloigne à l'infini. 

625. Un rayon lumineux issu du foyer de la parabole 


y* = Â2z 


96 ch. 4. Propriétés géométriques des courbes [626-631 


fait un angle aigu & avec l'axe Or. On sait que tg & — : Ayant 


atteint la parabole, le rayon en est réfléchi. Former l'équation de la 
droite qui donne la trajectoire du rayon réfléchi. 
626. Démontrer que deux paraboles d’axe et de foyer communs, 
le foyer se trouvant entre leurs sommets, se coupent à angle droit. 
627. Démontrer que si deux paraboles d’axes perpendiculaires 
se coupent en quatre points, ces points appartiennent alors à un 
cercle. 


$ 21. Equation polaire de l’ellipse, 
de l’hyperbole et de la parabole 


L'équation polaire commune à l’ellipse, une branche de l'hyperbole et la 
parabole est de la forme 


p 


du {1—ecos 0 


: (1) 


où p, 6 sont les coordonnées polaires d'un point quelconque de la courbe; p 
le paramètre focal (la moitié de la corde focale de la courbe perpendiculaire 
à son axe): æ l’excentricité (pour le cas de la parabole e = 1). A noter que 
le système de coordonnécs est choisi de manière que le pôle coïncide avec un 
foyer et l’axe polaire coïncide avec l'axe de la courbe orienté dans le sens 
opposé à la directrice relative à ce foyer. 


a 


628. Soit donnée une ellipse d’équation = + FE = 1. Former 


son équation polaire en supposant que l'orientation de l’axe polaire 
coïncide avec le sens positif de l’axe des abscisses et que le pôle 
coïncide : 1) avec le foyer qui se trouve sur l’axe des x négatifs de 
l’ellipse ; 2) avec le foyer qui se trouve sur l’axe des x positifs. 

629. Soit donnée une hyperbole d’équation Æ — g — 1. Former 
l'équation polaire de sa branche correspondant aux zx positifs en 
supposant que l'orientation de l’axe polaire coïncide avec le sens 
positif de l’axe des abscisses et que le pôle coïncide : 1) avec le foyer 
qui se trouve sur l’axe des z positifs de l’hyperbole ; 2) avec le foyer 
qui se trouve sur l’axe des x négatifs. 

630. Soit donnée une hyperbole d'équation 5 — # — 1. For- 
mer l'équation polaire de sa branche qui correspond aux x négatifs 
en supposant que l'orientation de l’axe polaire coïncide avec le sens 
positif de l’axe des abscisses et que le pôle coïncide : 1) avec le foyer 
qui se trouve sur l’axe des x négatifs de l’hyperbole : 2) avec le foyer 
qui se trouve sur l’axe des x positifs. 

631. Soit donnée une parabole d’équation y? — 6x. Former son 
équation polaire, en supposant que l'orientation de l’axe polaire 
coïncide avec le sens positif de l’axe des abscisses et que le pôle 
coïncide avec le foyer de la parabole. 
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632. Déterminer la nature des courbes définies par les équations 
suivantes en coordonnées polaires : 


5 6 
1) Pre g .) 2) ss 1—cos0 ” 
1—— cos 0 
2 
10 12 
Pass + Ds ot 
1—— cos 0 
2 
5 1 


D PE Gcos0" 0) P= 350650 : 


633. Vérifier que l'équation p — a est celle d’une ellipse 


et calculer ses demi-axes. 


634. Vérifier que l'équation p= est celle de la branche 
correspondant aux zx positifs d'une hyperbole et calculer ses 
demi-axes. 

21 ' 
52 cos 0 est celle d'une 
ellipse et former les équations polaires de ses directrices. 

636. Vérifier que l'équation Per définit la branche 
d'une hyperbole qui correspond aux zx positifs et former les équa- 
tions polaires des directrices et des pis 


637. Déterminer sur l’ellipse Dur PAT 


635. Vérifier que l'équation p — 


a les points de rayon 


AT Pen 
polaire 6. 
638. Déterminer sur l'hyperbole P = 7 les points de 
rayon polaire 3. 
639. Déterminer sur la parabole P= les points : 


1) de plus petit rayon polaire; 
2) de rayon polaire égal au paramètre de la parabole. 


L ; 2 2 
640. Etant donné une ellipse d’équation St former son 


équation polaire, si on sait que Ja direction de l'axe polaire cor- 
respond au sens positif de l'axe des atscisses et que le pôle 
se trouve au centre de l’ellipse. 

641. Etant donné une hyperbole d’équation — Fm = À 
former son équation polaire, si on sait que la direction de l'axe 
polaire correspond au sens positif de l’axe des abscisses et que le 
pôle se trouve au centre de l’hyperbole. 


7 —2569 
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642. Etant donné une parabole d’équation y? = 2pr, former 
son équation polaire, si on sait que la direction de l'axe polaire 
correspond au sens positif de l’axe des abscisses et que le pôle se 
trouve au sommet de la parabole. 


$ 22. Diamètres des coniques 


On démontre dans le cours de géométrie analytique que les milieux des 
cordes parallèles d'une conique se trouvent sur une même droite. Cette droite 
est appelée diamètre de la conique. Le diamètre qui divise en deux parties 
égales une corde quelconque (et, par conséquent, toutes les cordes qui lui sont 
parallèles) s'appelle diamètre conjugué à la corde considérée (et de toutes les 
cordes qui lui sont parallèles). Tous les diamètres de l'ellipse et de l'hyperholc 
passent par le centre. Si l'ellipse est donnéc par l'équation 


tel (1) 


le diamètre conjugué aux cordes de coefficient angulaire k est donné par 
l'équation 


b2 
Sr 
Si l’hyperbole est donnée par l'équation 
Re HÉBEN in À (2) 


le diamètre conjugué aux cordes de coefficient angulaire k est donné par 
l'équation 

b2 

I ak 


Z. 


Tous les diamètres de la parabole sont parallèles à son axe. Si la para- 
bole est donnée par l'équation 


y?= 2pz. 


le diamètre conjugué aux cordes de coefficient angulaire k cst donné par 
l'équation 


a 
LÉGELT 


Si l'un des deux diamètres d’une ellipse ou d’une hyperbole divise en 
deux parties égales les cordes parallèles à l’autre, le second diamètre divise 
en deux parties égales les cordes parallèles au premier. Deux diamètres ainsi 


définis sont dits conjugués. 
Si k et k’ sont les coefficients angulaires de deux diamètres conjugués de 


l'ellipse (1), on a alors 
kk'= —— . (3) 
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Si k et k’ sont les coefficients angulaires de deux diamètres conjugués 
de l'hyperbole (2), on a alors 


kh'=—. (4) 


Les relations (3) et (4) sont respectivement appelées conditions pour que les 
diamèt es d'une ellipse ou d’une hyperbole soient conjugués. 
Le diamètre d'une conique perpendiculaire aux cordes conjuguéces est 
appelé diamètre principal. 
2 2 
643. Former l'équation du diamètre de l’ellipse D TE 1 
qui passe par le milieu de la corde portée par la droite 2z— y —3 — 


644. Former l'équation de la corde à l’ellipse += 1, qui 
passe par le point A(1, —2) qui partage cette corde en deux 
parties égales. 

645. Former les équations de deux diamètres conjugués de l’ellip- 
se z°+4y?—1 de manière que l’un d'eux forme avec l'axe Or 
un angle de 45°. 

646. Former l'équation de deux diamètres conjugués de l’ellipse 
4rx? + 9y? — 1 de manière que l’un des diamètres soit parallèle 
a la droite 

x+2y—5=0. 


647. Former l'équation de deux diamètres conjugués de l’ellipse 
z® + 3y? — 1 de manière que l’un des diamètres soit perpendiculaire 
à la droite 

3x + 2y — 7 = 0. 


648. Etant donné une ellipse, construire son centre à l’aide du 
compas et de la règle. 

649. Démontrer que les axes de l'ellipse sont l'unique couple 
de diamètres principaux. 

650. En utilisant les propriétés des diamètres conjugués, dé- 
montrer que tout diamètre du cercle est principal. 

651. a) Un triangle isocèle est inscrit dans une ellipse de manière 
que l’un de ses sommets coïncide avec un sommet de l'ellipse. 
Démontrer que la base du triangle est parallèle à l’un des axes de 
l’ellipse. 

b) Démontrer que les côtés d’un triangle inscrit dans une ellipse 
sont parallèles aux axes de l’ellipse. 

c) Etant donnée une ellipse, construire ses diamètres principaux 
à l’aide du compas et de la règle. 

652. Démontrer que les cordes qui réunissent un point quelconque 
de l’ellipse aux extrémités d’un diamètre quelconque sont parallèles 
au couple de diamètres conjugués. 
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653. a) Démontrer que pour une ellipse la somme des carrés de 
deux demi-diamètres conjugués est constante (égale à la somme des 
carrés des demi-axes). 

b) Démontrer que l'aire du parallélogramme construit sur deux 
demi-diamètres conjugués d’une ellipse est constante (égale à l’aire 
du rectangle construit sur ses demi-axes). 


654. Former l'équation du diamètre de l’'hyperbole L — pe — 


qui passe par le milieu de la corde portée par la droite 2r — y + 
+ 3 = 0. 


659. Etant donné l’'hyperbole _ — ce — 1, former l'équation 
de la corde qui passe par le point À (3, —1) qui la partage en deux 
parties égales. 

656. Former les équations de deux diamètres conjugués de l’hy- 
perbole 1° — 4y* — 4, dont l’un passe par le point À (8, 1). 
657. Former les équations des diamètres conjugués de l’hyperbole 


7 — % = 1, qui forment un angle de 45°. 


658. Etant donné une hyperbole, construire son centre en se 
servant du compas et de la règle. 

659. Démontrer que les axes de l’hyperbole sont l'unique couple 
de diamètres principaux. 

660. Etant donné une hyperbole, construire ses diamètres prin- 
cipaux en se servant du compas et de la règle. 

661. Former l'équation du diamètre de la parabole y* — 12r 
qui passe par le milieu de la corde portée par la droite 3r -- y — 
— 5=0. 

662. Soit donnée la parabole y* — 20r. Former l'équation de la 
corde qui passe par le point À (2, 9) qui la partage en deux parties 
égales. 

663. Démontrer que l’axe de la parabole est l'unique diamètre 
principal. 

664. Etant donné une parabole, construire son diamètre princi- 
pal en se servant du compas et de la règle. 


Chapitres 


RÉDUCTION CANONIQUE DE L'ÉQUATION GÉNÉRALE 
DE LA COURBE DU DEUXIÈME DEGRÉ. 
ÉQUATIONS DE QUELQUES COURBES QUE L'ON RENCONTRE 
EN MATHÉMATIQUES ET DANS LEURS APPLICATIONS 


$ 23. Centre d'une courbe du deuxième degré 


Une courbe qui, dans un système de coordonnées cartésiennes rectangu- 
laires, est donnée par une équation du deuxième degré est appelée conique. 
On convient d'écrire l'équation générale du deuxième degré (à deux variables) 


sous la forme 
Az? + 2Bzy + Cy° + 2Dz + 2Ey + F = 0. (1) 


On appelle centre d'une courbe un point du plan par rapport auquel les 
points de la courbe sont disposés par couples symétriques. Les coniques qui 
possèdent un seul centre sont dites à centre unique. 

Le point S (zo, yo) est le centre d'une conique donnée par l'équation (1) 
dans le cas où ses coordonnées satisfont aux équations 


Azo + Byo + D =0, à 
Bzo+Cyo+ E=0 (2) 


et seulement dans ce cas. Désignons par 6 le déterminant de ce système: 


3_|4 8 
—|8 C 


La quantité Ô est composée des coefficients de l’ensemble des termes du plus 
haut degré de l'équation (1) et s'appelle discriminant de l’ensemble des termes 
du plus haut degré. 

Si ôÔ 0, le système (2) est dit compatible et défini, c'est-à-dire qu'il 
admet une solution et une seule. Dans ce cas les coordonnées du centre peu- 
vent être calculées à l’aide des formules 


B sd ke “ 

C E E B 
#04 BL V=|4 5 

B C B C 


L'inégalité 6 -;: 0 est un critère qui indique la conique à centre unique. 
Si S (zo, yo) est le centre d'une conique, après transformation des coor- 
données à l’aide des formules 


z=—2—+7x0, y=y+ Vo 


(ce qui correspond à une translation de l'origine des coordonnées au centre 
de la conique), son équation prend la forme 


AT3+2Bzy+Cyi+F—0, 
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où À, B, C sont les mêmes quantités que dans l'équation donnée (1) et où 
F est donné par la formule 


F— Dzro + Eyo + F. 
Pour Ô £ 0 on a également la formule 


où 


D E F 
Le déterminant A Pppere discriminant du premier membre de l'équation 
générale du deuxième degré. 


665. Déterminer parmi les coniques données ci-dessous celles 
qui sont à centre unique, celles qui n’ont pas de centre et celles 
qui possèdent une infinité de centres: 


1) 3x? — 4zy — 2yÿ9 + 3x — 12y — 7 = 0; 
2) 4x? + Szy + 3yÿ° — x + 9y — 12 = 0: 
3) 42? — 4xy + y? — 6x + 8y + 13 = 0; 
4) 4x? — 4xy + y° — 12r + 6y — 11 = 0: 
5) 2? — 2zy + 4y° + 5x — 7y + 12 = 0; 
6) z° — 2xy + y* — 6x + 6y — 3 = 0; 
7) 4x? — 20zy + 25y° — 147 + 2y — 15 = 0: 
8) 4x? — Gzy — Qu? + 3x — Ty + 12 = 0. 
666. Montrer que les courbes données ci-dessous sont à centre 
unique et calculer les coordonnées du centre : 
1) 3x + Szy + y? — 8x — 1ly — 7 = 0; 
2) 9x? + 4ry + 2y* + 20x + 20y — 18 = 0; 
3) 9x° — 4xy — Ty? — 12 = 0; 
4) 2x? — Gry + 5y? + 22r — 36y + 11 = 0. 
667. Montrer que chacune des courbes données ci-dessous possède 


une infinité de centres; formér pour chacune d'elles l'équation du 
lieu géométrique des centres: 


1) x? — 6xzy + 9y? — 12xr + 36y + 20 = 0; 
2) 4x? -- 4xy + y? — 8x — 4y — 21 = 0: 
3) 252? — 10zy + y? + 40xr — 8y + 7 = 0. 
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668. Montrer que les équations données ci-dessous définissent 
des coniques à centre unique; les transformer au moyen d’une tran- 
slation au centre de l’origine des coordonnées: 


1) 3x? — Gzy + 2y° — 4x + 2y + 1 = 0; 
2) 6x? + 4zy + y + 4x — 2y +2 = 0; 
3) 4x? + Gzy + y? — 10x — 10 = 0; 

4) 4x3 + 2ry + 6y? + 6x — 10y + 9 = 0. 


669. Pour quelles valeurs de m et nr l'équation 


ma? + A2xy + 9y? + 4x + ny — 13 = 0 
définit : 
a) une conique à centre unique; 
b) une conique sans centre; 
c) une conique ayant une infinité de centres. 
670. Soit donnée une courbe d'équation 


42% — hzy + ÿ + 67 + 1 = 0. 
Déterminer les valeurs du coefficient angulaire À pour que la droite 
y = kz 


a) coupe la conique en un point; 

b) lui soit tangente: 

c) la coupe en deux points; 

d) n'ait pas de points communs avec elle. 

671. Former l’équation d’une conique de centre à l’origine des 
coordonnées, passant par le point M (6, —2) et tangente à la droite 
T=2—=0 

au point À (2, O). 

672. Soit P (1, —2) le centre d’une conique qui passe par le 
point Q (0, —3) et tangente à l'axe Oz à l'origine des coordonnées. 
Former l'équation de cette conique. 


$ 24. Réduction canonique de l'équation des courbes 
du deuxième degré à centre unique 
Considérons l'équation 
Az? + 2Bzy + Cy? + 2Dz + 2Ey + F=0, (1) 


qui définit une conique à centre unique (ô = AC — B*-0). En faisant 
coïncider par translation l’origine des coordonnées avec le centre S (zo, yo) 
de cette conique et en transformant l'équation (1) à l’aide des formules 


zæ=Z+z0 Y—=Y+ Vo 
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nous avons 
AZ2+92Bzy+Cy?+F —0. (2) 


Pour calculer F nous pouvons avoir recours à la formule 


F = Dro-t Evo+ F 
ou 
— À 
His . 


On continue la simplification de l'équation (2) à l’aide d'une transfor- 
mation des coordonnées de la forme 


. cos a—y’sin a«, G) 
y=r"sina+y’cos a, 
qui correspond à une rotation des axes d'angle «&. 
Si l'angle & est choisi de manière que 
Btg a—(C—A)tga—B—0, (4) 


alors, par rapport au nouveau système de coordonnées, la courbe se met sous 
la forme 


224+C'y2+F=0, (5) 
où 4’ 0, C' + 0. 
Remarque. L'équation (4) permet de trouver tgaæ, quand dans les 


formules (3) participent sin & et cos a. Connaissant tgæ, on trouve sin a et 
cos « à l'aide des formules de trigonométrie 


+ Vitig'a ' + Vir+tga | 


Entre les coefficients des équations (1) et (5) on a les importantes rela- 
tions 


sin & = 


A'C'" = AC — Bi, 
A'+C=A+C, 


qui permettent de déterminer les coefficients A” et C” sans avoir recours à une 
transformation des coordonnées. 

Une équation du deuxième degré est dite du type elliptique si ô > 0, du 
type hyperbolique si 6 < 0 et du type parabolique si ô = 0. 

L'équation d’une conique à centre unique ne peut être que du type ellip- 
tique ou hyperbolique. 

Toute équation du type elliptique est soit celle d’une ellipse, soit celle 
d’une ellipse dégénérée (c'est-à-dire qu'elle définit un point unique), soit enco- 
re celle d’une ellipse imaginaire (dans ce cas l’équation ne définit aucune figu- 
re géométrique). 

Toute équation du type AJ perDo que définit soit une hyperbole, soit 
une hyperbole dégénérée (c'est-à-dire un couple de droites sécantes). 
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673. Déterminer le type de chacune des équations suivantes” ; 
les réduire à la forme canonique par translation des axes de coordon- 
nées ; définir les courbes qu'elles définissent et les construire par 
rapport aux anciens et aux nouveaux axes de Conrdonnées : 


4) 4x? + 9y?— 407 + 36y + 100 = 0 ; 
2) 9x2 —16y2— 54r— Gay — 127 = 0; 
3) 9x? + 4y? 5 18r — Sy :- 49 — 0; 
4) 4x°— y? LB8r—2y+3—0; 
5) 22° + 3y? + 8x —6y + 11 —0. 
674. Réduire à la forme canonique chacune des équations suivan- 
tes ; déterminer le type de chacune d’entre elles. définir les courbes 


qu'elles définissent et les construire par rapport aux anciens et aux 
nouveaux axes de coordonnées : 


1) 32z? + 52ry — Ty? + 180 — 0; 
2) 5x? —Gzry + 5y?—32 =0; 

3) 17xz2— 12zy + 8y? —0; 

4) 5x? + 24xzy — 5y? = 0; 

5) 92? —Gzry + 5y? + 8 = 0. 

675. Déterminer le type de chacune des équations suivantes en 
calculant le discriminant de l’ensemble des termes du plus haut 
degré : 

1) 2x2 + 10zy + 12y? — 7x + 18y—15 — 0; 
2) 3x — 8zy + Ty? + 8x — 15y + 20 —0; 

3) 25x2— 20zxy + 4y? —12x + 20y— 17 —0; 
4) 52? + A4xy + 11y? + 12z — Ty + 19 —0; 
D) z?— 4zy + 4y? + 7rz—12-—0; 

6) 322? — 22y — 3y? + 12y — 15 — 0. 

676. Réduire à la forme canonique chacune des équations suivan- 
tes; déterminer leur type; définir les courbes qu'elles définissent 
dans chaque cas, mener les axes de l’ancien système de coordonnées, 


les axes des systèmes auxiliaires introduits pendant la résolution 
et construire les courbes qu'elles définissent : 


. * C'est-à-dire si elles sont du type elliptique, hyperbolique ou parabo- 
ique. 
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1) 3x? + 10zy + 3y° — 2x — 14y — 13 = 0; 

2) 25x° — A4ry + 25yÿ° + Gär — 64y — 224 = 0; 
3) 4zy + 3y° + 167 + 12y — 36 = 0; 

4) 7x? + Gzy — y? + 28r + 12y + 28 = 0; 

5) 19x° + 6xzy + 11y° + 38x + 6y + 29 = 0; 
6) 5x? — 2xy + 5y? — 4x + 20y + 20 = 0. 

677. Même exercice que précédemment pour les équations: 
1) 1472 + 24zy + 21y? — 4x + 18y — 139 = 0; 
2) 1122 — 20zy — 4y? — 20xr — 8y + 1 = 0; 

3) 7x? + 60zy + 32y? — 14xz — 60y + 7 = 0; 

4) 907? — 8zxy + 35y? + 100xz — 8y + 67 = 0; 

9) 412? + 24zy + 34y? + 34z — 112y + 129 — 0; 
6) 29x? — 24zxzy + 36y? + 82z — 96y — 91 = 0; 
7) 4x? + 24zy + 1Ay? + G4xz + 42y + 51 = 0; 

8) 4x? + 24zy + 9? + 24x + 18y — 36 = 0. 


678. Sans effectuer de transformation des coordonnées, vérifier 
que chacune des équations suivantes définit une ellipse et calculer 
les demi-axes : 


1) 41z° + 24zy + 9y? + 24x + 18y — 36 = 0; 
2) 8x? + 4zy + 5y? + 167 + 4y — 28 = 0; 

3) 13z? + 18zy + 37y? — 267 — 18y + 3 = 0; 
4) 13x22? + 10zy + 13y? + 467 + 6G2y + 13 = 0. 


679. Sans effectuer de transformation des coordonnées, vérifier 
que chacune des équations suivantes définit un point unique (ellipse 
dégénérée) et calculer les coordonnées : 


a) Oz? — Gxry + 2y° — 2z + 2 = 0; 

b) z° + 2zy + 2° + 6y + 9 — 0; 

C) Oz? + 4zy + y — Gr — 2y +2 —=0; 

d) 2°? — 6xy + 10y? + 10z — 32y + 26 = 0. 

680. Sans effectuer de transformation des coordonnées, vérifier 
que chacune des équations suivantes définit une hyperbole et calculer 
les demi-axes : 

1) 4x? + 24zy + 11y? + 64xz + 42y + 51 = 0; 
2) 127? + 26zy + 12y? — 52z — 48y + 13 = 0; 
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3) 3x? + 4zy— 127 + 16 —0; 
4) 2x2 —Gzy — Ty? + 10z — 30y + 23 = 0. 

681. Sans effectuer de transformation des coordonnées, vérifier 
que chacune des équations suivantes définit un couple de droites 
sécantes (hyperbole dégénérée) et établir leurs équations : 

a) 322 + 4xzy +y?—2r—1—0; 

b) z?— 6zy + 8y? — 4y — 4 — 0; 

c) z?—4xy + 3y? = 0; 

d) x? + 4zy + 3y?— 6x — 12y +9 — 0. 

682. Sans effectuer de transformation des coordonnées, déterminer 
les courbes définies par les équations suivantes: 

1) 8x? — 12zy + 17y° + 167 — 12y + 3 —0; 
2) 17x2— 18zy — Ty? + 34x —18y :- 7 —0;: 
3) 22? + 3zy — 2y? + 5x + 10y = 0; 

4) Gr? —Gzy + Jy? — 4x + 18y + 14 — 0; 
9) O2? — 2zy + Sy? + 4z + 20y ++ 20 — 0. 

683. Démontrer que pour toute équation du type elliptique les 
coefficients À et C ne peuvent être nuls et ont le même signe. 

684. Démontrer qu'une équation du type elliptique du deuxième 
degré (ô >> 0) définit une ellipse si et seulement si À et A sont de 
signes différents. 

685. Démontrer qu’une équation du type elliptique du deuxième 


degré (ô >> 0) est l’équation d’une ellipse imaginaire si et seulement 
si À et À sont de même signe. 

686. Démontrer qu’une équation du type elliptique du deuxième 
degré (ô => 0) définit une ellipse dégénérée (ellipse-point) si et 
seulement si À = 0. 

687. Démontrer que l'équattion du type hyperbolique du deuxiè- 
me degré (ô < 0) définit une hyperbole si et seulement si À 0. 

688. Démontrer qu’une équation du type hyperbolique du deuxiè- 
me degré (ô << 0) définit une hyperbole dégénérée (un couple de 
droites sécantes) si et seulement si À = 0. 


$ 25. Réduction canon que de l'équation du type parabolique 
Supposons que l'équation 
Az3 + 2Bzy + Cy* + 2Dz + 2Ey + F = 0 (1) 
soit du typo parabolique, c'est-à-dire que la condition 
ô—= AC —B1=0 
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soit vérifiée. Dans ce cas, la courbe qu'elle définit n’a pas de centre, ou en ad- 
met une infinité. 11 est préférable de réduire l'équation du type parabolique 
en effectuant d’abord une rotation des axes de coordonnées. c'est-à-dire en 
transformant l'équation (1) à l’aide des formules 


z—x" COS G— y" Sin &, il 


y==z'sina+y’cosa. J (2) 
L'angle æ& est donné par l'équation 


dans le nouveau système de coordonnées l'équation (1) est réduite alors soit 
à une équation de la forme 


A'zx'3+2D'z  +2E'y + F=0, (4) 
où 4’ Æ 0, soit à une équation de la forme 
C'y"+ 2D'z + 2E'y + F = 0, (5) 


où C’ Æ 0. 
On achève la réduction des équations (4) et (5) au moyen d'une translation 
parallèle des axes (qui ont déjà subi la rotation indiquée ci-dessus). 


689. Vérifier que chacune des équations suivantes est du type 
parabolique; les réduire à la forme canonique et déterminer les 
courbes qu'elles définissent ; dans chaque cas, tracer les axes anciens 
du système de coordonnées, les axes auxiliaires des systèmes intro- 
duits pendant la résolution et construire les courbes: 


4) 9x? — 24ry + 16y? — 20x + 110y — 50 = 0; 
2) 9x? + 12zy + 4y? — 24r — 16y + 3 = 0; 
3) 167° — 24ry + 9y° — 1607 + 120y + 425 = 0. 
690. Même exercice que précédemment pour les équations: 
1) 92° + 24ry + 16y° — 18x + 226y + 209 = 0; 
2) 2? — 2xy + y? — 12r + 12y — 14 = 0; 
3) 4x? + 12zy + 9? — 4x — 6y + 1 = 0. 
691. Démontrer que pour toute équation du type parabolique 


les coefficients À et C ne peuvent être de signes différents et simul- 
tanément nuls. 


692. Démontrer que toute équation du type parabolique peut 
être ramenée à la forme 


(az + By}* + 2Dzx + 2Ey + F = 0. 


Démontrer également que les équations des types elliptique et 
hyperbolique ne peuvent être ramenées à cette forme. 
693. Vérifier que les équations suivantes sont du type paraboli- 


que et ramener chacune d'elles à la forme indiquée dans l'exercice 
692 : 
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1) 2° + 4zy + 4ÿ° + 4x + y — 15 = 0; 
2) 9x? — Gry + y? — x + 2y — 14 — 0; 
3) 252? — 20zy + 4y° + 3x — y + 11 = 0; 
4) 162? + 167y + 4y° — 5x + Ty = 0; 
5) 9r° — 42xry + 4Qÿ° + 3x — 2y — 24 = 0. 
694. Démontrer que si une équation du deuxième degré est du 
type parabolique et qu'elle peut être ramenée à la forme 
(ax + By) + 2Dzx + 2Ey + F = 0, 
le discriminant du premier membre est donné par la formule 
= — (DB — Ea). 
695. Démontrer qu’au moyen des transformations 


z=z1" cos 6 —y" sin6, ” 
ee ; tg 0= —— 
y=z" sin0 +y" cos, B 
l'équation du type parabolique 
(ax + By)* + 2Dzx -- 2Ey+F=0 
se ramène à la forme 
C'y?+2D'z +2E'y +F'=0, 


où 


C'=u+p, Det Hi. 


et À est le discriminant du premier membre de l'équation donnée. 

696. Démontrer qu'une équation du type parabolique ne définit 
une parabole que si et seulement si À 0. Montrer que le paramètre 
de la parabole est alors donné par la formule 


ns VE 


697. Sans avoir recours à une transformation des coordonnées, 
établir que chacune des équations suivantes définit une parabole et 
calculer le paramètre: 


1) 9z° + 24xry + 16y° — 120x + 90y = 0; 

2) 9x — 24ry + 16y° — 54z — 178y + 181 = 0; 
3) x? — 2xy + y? + 6x — 14y + 29 — 0; 

4) 92° — 6xy + y? — 50z + 50y — 275 = 0. 


698. Démontrer qu'une équation du deuxième degré est celle 
d’une conique dégénérée si et seulement si À — 0 
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699. Sans avoir recours à une transformation des coordonnées, 
etablir que chacune des équations suivantes définit un couple de 
droites parallèles et former leurs équations: 


a) 42? + 4xy + y? — 12r — 6y + 5 = 0; 
b) 4x? — 12xy + Qy° ++ 20r — 30y — 11 = 0; 
c) 292° — 10zy + y? + 10r — 2y — 15 = 0. 


700. Sans avoir recours à une transformation des coordonnées, 
établir que chacune des équations suivantes définit une droite (ou 
un couple de droites confondues) et former son équation: 


a) 2° — Gzxy + Jy° + 4x — 12y + 4 — 0; 
b) Oz? + 30ry + 25y° + 42xr + 70y + 49 = 0; 
c) 167° — 167y + 4y° — 72x + 36y + 81 = 0. 


$ 26. Equations de certaines courbes que 
l’on rencontre en mathématiques et dans Jleurs applications 


701. Former l'équation du lieu géométrique des points tels que 
le produit des distances à deux points donnés F, (—c, 0) et F, (c, 0) 
est une constante a°. Ce lieu porte le nom d'ovale de Cassini (fig. 23). 


Fig. 23 Fig. 24 


702. Former l'équation du lieu géométrique des points tels que 
le produit des distances à deux points donnés F, (—a, 0) et F, (a, 0) 
est une constante a°. Ce lieu géométrique s'appelle lemniscate 
(fig. 24). (Etablir d’abord directement l’équation de la lemniscate, 
puis en la considérant comme un cas particulier de l’ovale de Cassi- 
ni.) Former également l'équation de la lemniscate en coordonnées 
polaires, en faisant coïncider l’axe polaire avec le demi-axe Ox posi- 
tif et le pôle avec l'origine des coordonnées. 

703. Former l'équation du lieu géométrique des pieds des per- 
pendiculaires abaissées de l’origine des coordonnées sur des droites 
découpant dans le premier quart de plan des coordonnées des tri- 
angles d’aire constante S. 


704-709] $ 26. Equations de certaines courbes 111 


Indication. Former d’abord l'équation en coordonnées polaires: 
en faisant coïncider le pôle avec l’origine des coordonnées et l’axe polaire avec 
le demi-axe Oz positif. 


LL 


704. Démontrer que le lieu des points définis à l'exercice 703 
est une lemniscate (voir l’exercice 702). 


Indication. Faire subir aux axes de coordonnées une rotation de 45°. 


705. Un rayon a, coïncidant initialement avec l'axe polaire, 
tourne autour du pôle © à une vitesse angulaire w constante. For- 
mer en coordonnées polaires l'équation de la trajectoire d'un point 
M qui, initialement confondu avec le 
point ©, se déplace le long du rayon a 
à une vitesse uniforme v (spirale d'Archi- 
mèede, fig. 25). 

706. Soient donnés la droite x = 2ret 
le cercle de rayon r passant par l’origine 
des coordonnées O et tangent à cette 
droite. Un rayon issu de © coupe le cercle 
au point B et la droite au point C; on 
porte sur ce rayon le segment OM = BC 
(fig. 26). Lorsque le rayon tourne autour 
de O, la longueur du segment OM varie 
et le point M décrit une courbe appelée 
cissoide. Former l'équation de la cissoïde. 

707. Soient donnés une droite x — 
— à (a >> 0), un cercle de diamètre a pas- 
sant par l’origine des coordonnées O et 
langent à cette droite. Ün rayon issu Fig. 25 
de O coupe le cercle au point À et la 
droite au point B. Des points 4 et B on mène des droites resper:- 
tivement parallèles aux axes Oy et Ox (fig. 27). Le point d'inter- 
section À de ces droites décrit, lorsque le rayon tourne autour de ©. 
une courbe appelée versière. Former son équation. 

708. Sur un rayon AB (fig. 28) issu du point À (—a, 0) avec 
a >> 0 on porte de part et d’autre du point B les segments BM et 
BN de longueur b (b = const). Lorsque le rayon tourne autour du 
point À, les points 4 et N décrivent une courbe appelée conchoïide. 
Former d'abord son équation en coordonnées polaires en plaçant 
le pôle au point À et en orientant l’axe polaire dans le sens positif 
de l’axe Ox, puis refaire l’exercice dans le système de coordonnées 
cartésiennes rectangulaires donné. 

709. Sur un rayon AB (fig. 29) issu du point À (—a, 0) avec 
a >> 0 on porte de part et d'autre du point B les segments BM et 
BN égaux à OB. Lorsque le rayon tourne autour du point À, les 
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points M et N décrivent une courbe appelée strophoïde. Former 
d'abord son équation en coordonnées polaires en plaçant le pôle 


Fig. 26 Fig. 27 


au point À et en orientant l'axe polaire dans le sens positif de l'axe 
Ox, puis refaire l’exercice dans le système de coordonnées cartésien- 
nes rectangulaires donné. 


Fig. 28 Fig. 29 


710. On mène par l’origine des coordonnées un rayon coupant 
le cercle donné r° + y® — 2azx (a > 0) au point B (fig. 30). On porte 
sur ce rayon, de part et d'autre du point B, les segments BM et 
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BN de longueur constante b. Lorsque le rayon tourne autour du 
point ©, les points M et N décrivent une courbe appelée limaçon 
de Pascal (fig. 30). Former d’abord son équation en coordonnées 
polaires en faisant coïncider le pôle avec l'origine des coordonnées 
et l’axe polaire avec le demi-axe positif Or, puis refaire 1 exercice 
dans le système de coordonnées carlésiennes rectangulaires donné. 

711. Un segment de longueur 2a se déplace de manière que ses 
extrémités se trouvent constamment sur les axes de coordonnées. 
Former l'équation de la trajectoire du pied M de la perpendiculaire 


Fig. 30 


abaissée de l’origine des coordonnées sur le segment (fig. 31), d'abord 
en coordonnées polaires en faisant coïncider le pôle avec l'origine 
des coordonnées et l’axe polaire avec le demi-axe positif Oz, puis 
refaire l’exercice dans le système de coordonnées cartésiennes rectan- 
gulaires donné. Le point M décrit une courbe appelée rosace à quatre 
boucles. 

712. Un segment de longueur a se déplace de manière que ses 
extrémités se trouvent constamment sur les axes de coordonnées 
(fig. 32). Par ses extrémités on mène des parallèles aux axes jusqu’à 
leur point d’intersection P. Former l'équation de la trajectoire du 
pied f de la perpendiculaire abaissée de P sur le segment. Cette 
trajectoire s'appelle astroïde. 


Indication. Former d'abord les équations paramétriques de l’astroi- 
de en choisissant #£ comme indiqué sur la fig. 32 (éliminer t ensuite). 


713. On abaisse du point B, intersection du rayon OB et du cercle 
x? + y° — ax, une perpendiculaire BC sur l’axe Or. De même, du 
point C on abaisse une perpendiculaire CM sur le rayon OB. Former 
d’abord en coordonnées polaires l’équation de la trajectoire du point 
8—2569 
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Fig. 32 Fig. 33 


M en faisant coïncider le pôle avec l’origine des coordonnées et l'axe 
polaire avec le demi-axe positif Ox, puis refaire l’exercice dans le 
système de coordonnées cartésiennes rectangulaires donné. 

714. Un fil enroulé sur le ceicle x? + y* — a? se déroule de manière 
qu'au point B le fil soit tangent au cercle (fig. 33). Trouver les 
équations paramétriques de la cour- 
be décrite par l'extrémité du fil 
si la position initiale de son extré- 
mité coïincidait avec le point 
A (a, 0), où a>>0. La courbe ainsi 
définie s'appelle développante du 
cercle. 

715. Un cercle de rayon a roule 
sans glisser sur l'axe Oz. La tra- 

Fig. 34 jectoire d’un point M du cercle 

s'appelle cycloïde (fig. 34). Former 

les équations paramétriques de la cycloïde en choisissant pour para- 

mètre £ l’angle dont il faut faire tourner le cercle qui glisse autour 

de son centre; à l'instant initial (£ — 0) le point M coïncide avec 

l'origine des coordonnées. Eliminer le paramètre { des équations 
obtenues. 

716. Un cercle de rayon a roule sans glisser en restant tangent 
à l'extérieur du cercle d’équation 2° + y? = a*. La trajectoire d'un 
point M du cercle qui glisse s'appelle cardioide (fig. 35). Former les 
équations paramétriques de la cardioïde en choisissant pour para- 
mètre £ l’angle formé par l’axe Oz et le rayon du cercle fixe mené 
au point de tangence avec le cercle mobile. On suppose qu'à l'instant 
initial (£ — 0) le point A se trouve sur l'axe Oz à droite du point O. 
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Fig. 35 Fig. 36 


Passer aux coordonnées polaires en supposant que la direction de 
l'axe polaire coïncide avec le sens positif de l’axe des abscisses et 
que le pôle est au point À. 

Démontrer que la cardioïde est un 
cas particulier du limaçon de Pascal 
(voir exercice 710). 

717. Un cercle de rayon a roule 
sans glisser en restant tangent à l’exté- 
rieur du cercle d’équation x? + y? — 
— bb, La trajectoire d’un point M du 
cercle qui glisse s'appelle épicycloïde 
(fig. 36). Former les équations para- 
métriques de l’épicycloïde en choi- 
sissant pour paramètre { l’angle formé 
par l’axe Ox et le rayon du cercle 
fixe mené au point de tangence avec 
le cercle mobile. On suppose qu’à Fig. 37 
l'instant initial (£ — 0) le point Af 
se trouve sur l’axe Or à droite du point O. Démontrer que la car- 
dioïde (voir exercice 716) est un cas particulier de l'épicycloïde. 

718. Un cercle de rayon a roule sans glisser en restant tangent 
à l’intérieur du cercle d'équation x? + y? — b?. La trajectoire d'un 
point M du cercle qui glisse s'appelle kypocycloïde (fig. 37). Former 
les équations paramétriques de l’hypocycloïde en choisissant pour 
paramètre { l’angle formé par l'axe Or et le rayon du cercle fixe 
mené au point de tangence avec le cercle mobile. On suppose qu'à 
l'instant initial (£ — 0) le point M se trouve sur l'axe Ox à droite 
du point O. Démontrer que l’astroïde (voir exercice 712) est un cas 
particulier de l’hypocycloïde. 


DEUXIÈME PARTIE 
GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE DANS L'ESPACE 


Chapitrec6 
PROBLÈMES DE GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE DANS L'ESPACE 


$ 27. Coordonnées cartésiennes rectangulaires de l’espace 


Un système de coordonnées cartésiennes rectangulaires de l'espace est 
défini lorsqu'on se donne une unité de longueur et trois axes réciproquement 
 nendiculaiees se coupant en un point, numérotés dans un ordre quelconque. 

point d’intersection des axes s'appelle origine des coordonnées et les 
axes, axes de coordonnées. Le premier axe de coordonnées s'appelle axe des 
abscisses, le deuxième, axe des ordonnées et le troisième, axe des cotes. 


Fig. 38 Fig. 39 


L'origine des coordonnées est notée par la lettre O, et les axes par les 
symboles Or, Oy, Oz respectivement. 

Soit M un point quelconque de l'espace, ses projections sur les axes de 
coordonnées sont M., M, et M, (fig. 38). 

Les coordonnées du point M dans le système donné sont les nombres: 


= OM y = 0My,2= OM, 


(fig. 38), pour lesquels OM, est la grandeur du segment OM, de l'axe des 
abscisses, OM, la grandeur du segment OM, de l'axe des ordonnées et OM, 


la grandeur du segment OM, de l’axe des cotes. Le nombre x s'appelle l’abscis- 
se, y l’ordonnée, z la cote du oint M. Le symbole M (x, y, z) signifie que le 
point M a pour coordonnées les nombres z, y, z. 
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Le plan Oyz partage l'espace en deux demi-espaces : celui qui contient la 
partie positive de l'axe Oz est dit le demi-espace antérieur, l’autre — demi- 
tr postérieur. De même, le plan Ozz pese l’espace en deux demi-espaces ; 
celui qui contient la partie positive de l’axe Oy est dit le demi-espace droit, 
l’autre — demi-espace gauche. Enfin, le plan Ozry partage l'espace en deux 
demi-espaces; celui qui contient la partie positive de l'axe Oz est dit demi- 
espace supérieur, l'autre — demi-espace inférieur. 

Les trois plans Ory, Oxz et Oyz partagent l’espace en huit parties ; elles 
sont appelées trièdres et sont numérotées comme l'indique la fig. 39. 


719. Construire (en projection axonométrique) les points suivants 
donnés par leurs coordonnées cartésiennes : À (3, 4, 6), B (—5, 3, 1), 
C (1, —3, —5), D (0, —3, 5), E (—3, —5, 0)et F (—1, —5, —3). 

720. On donne les points 4 (4, 3, 5), B(—3, 2, 1), 
C (2, —3, 0) et D (0, 0, —3). Trouver les coordonnées de leurs 
projections : 4) sur le plan Ozxy; 2) sur le plan Ozz; 3) sur le plan 
Oyz; 4) sur l’axe des abscisses ; 5) sur l’axe des ordonnées; 6) sur 
l’axe des cotes. 

721. Trouver les coordonnées des points symétriques des points 
À (2, 3,1), B (5, —3, 2), C (—3, 2, —1) et D (a, b, c) par rap- 
port : 4) au plan Oxy; 2) au plan Oxrz; 3) au plan Oy:; 4) à l'axe 
des abscisses; 5) à l’axe des ordonnées; 6) à l'axe des cotes; 
7) à l'origine des coordonnées. 

72%. Etant donné les sommets À (—a, —a, —a), 

B (a, —a, —a), C (—a, a, —a) et D (a, a, a) d'un cube, trouver 
les autres sommets. 

723. Dans quels trièdres se trouvent les points dont les coordonnées 
vérifient une des condilions suivantes : 4) z— y —0; 2)z+y=-0; 
3) z—z—0; 4) z+:=0; 5)y—-z=0; 6) y+z= 0. 

724. Dans quels trièdres se trouvent les points si: 4) xy > 0; 
2) zz<< 0; 3) yz > 0; 4) zyz > 0; 5) xyz < 0. 

725. Trouver le centre d’une sphère de rayon R = 3 tangente 
aux trois plans de coordonnées et qui se trouve : 1) dans le deuxième 
trièdre ; 2) dans le cinquième trièdre; 3) dans le sixième trièdre; 
4) dans le septième trièdre; 5) dans le huitième trièdre. 


$ 28. Distance de deux points. 


Division d’un segment dans un rapport donné 


Dans l'espace la distance d de deux points Mi (z1s Y1, z1) et M2 (2, y2, 22) 
est donnée par la formule 


Les coordonnées z, y, z d’un point 47, divisant le segment MM», limité 
par les points Mari, Yi, 21) et M2(x2, ÿ2, 22), dans le rapport À, sont don- 
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Se = ET 


nées par les formules 


"+ yi+ Ayo 
HA " *  A1LA 
_ Z1+ Az 
1+4 


En particulier, lorsque À — 1, les coordonnées du milieu du segment consi- 
déré sont : 


__ 1472 __Yi+ye 
DD Ne 


726. Soient donnés les points À (1, —2, —3), B (2, —3, O), 
C (3, 1, —9) et D (—1, 1, —12). Calculer la distance de: 1) À à C'; 
2 Bà D; 3 C à D. 

727. Calculer les distances de l’origine © des coordonnées 
aux points: À (4, —2, —4), B(—4, 12, 6), C (12, —4, 3), 
D (12. 16. —15). 

728. Démontrer que le triangle de sommets À (3, —1, 2), 
B (0, —4, 2) et C (—3, 2, 1) est isocèle. 

729. Démontrer que le triangle de sommets 4, (3, —1, 6), 
A: (—1. 7, —2) et A:3(1, —3, 2) est rectangulaire. 

730. Dire si parmi les angles intérieurs du triangle de sommets 
M, (4, —1, 4), M: (0, 7, —4), M: (3, 1, —2) il en existe un obtus. 

731. Démontrer que les angles intérieurs du triangle de sommets 
M (3, —2, 5), N (—2, 1, —3), P (5, 1, —1) sont aigus. 

732. Trouver sur l’axe des abscisses un point distant de 12 du 
point À (—3, 4, 8). 

733. Trouver sur l’axe des ordonnées un point équidistant des 
points À (1, —3, 7) et B (5, 7, —5). 

734. Trouver le centre C et le rayon R d’une sphère passant par 
le point P (4, —1, —1) et tangente aux trois plans de coordonnées. 

755. Soit donné un triangle de sommets M, (3, 2, —5), 
M (1, —4, 3) et M3 (—3, 0, 1). Trouver les milieux de ses côtés. 

736. Soit donné un triangle de sommets A (2, —1, 4), 
B (3, 2, —6), C (—5, 0, 2). Calculer la longueur de la médiane 
menée du sommet À. 

737. Le centre de gravité d’une tige homogène se trouve au point 
C (4, —1, 5) et l’une de ses extrémités au point À (—2, —1, 7). 
Déterminer les coordonnées de la seconde extrémité de l'axe. 

738. On donne deux sommets À (2, —3, —5) et B (—1, 3, 2) 
d’un parallélogramme ABCD et l'intersection E (4, —1, 7) de ses 
diagonalcs. Déterminer les deux autres sommets. 
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739. On donne trois sommets À (3, —4, 7), B (—5, 3, —2) 
et C' (1. 2, —3) d'un parallélogramme ABCD. Calculer son qua- 
trième sommet D. opposé du sommet B. 

740. On donne trois sommets À (3, —1, 2), B (14, 2, —4) et 
C'(—1. 1, 2) d'un parallélogramme ABCD. Calculer son quatrième 
sommet D. 

741. Un segment de droite limité par les points À (—1, 8, 3) 
et B (9, —7, —2) est divisé par les points C, D, E, F en cinq 
parties égales. Calculer les coordonnées de ces points. 

712. Déterminer les coordonnées des extrémités d'un segment 
si les points C (2, 0, 2) et D (5, —2, 0) le divisent en trois parties 
égales. 

743. On donne un triangle de sommets À (1, 2. —1), 
B (2, —1, 3)et C (—4, 7, 5). Calculer la longueur de la bissectrice 
de l’angle intérieur du sommet LB. 

744. On donne un triangle de sommets À (1, —1, —3), 
B (2. 1, —2) et C (—5, 2, —6). Calculer la longueur de la bissectri- 
ce de l'angle extérieur du sommet À. 

745. Aux sommets d'un tétraèdre À (zx,, y,, z), B (x, y>, 22), 
C'(xz:, Us, 23), D (tx, Ye, Z4) sont concentrées des masses égales. 
Déterminer le centre de gravité du système ainsi formé. 

746. Aux sommets d’un tétraèdre A; (z1, Y1, 21), Ao (T2, Y2s 22), 
A3 (Ta, Y», 23). A4 (T4, Va, Z4) Sont concentrées des masses mi, 
ma, m; et m. Déterminer le centre de gravité du système ainsi 
ormé. 

747. Une droite passe par les points M, (—1, 6, 6) et 
M2 (3, —6, —2). Trouver ses points d'intersection avec les plans de 
coordonnées. 


Chapitre7 
ALGËBRE VECTORIELLE 


$ 29. Notion de vecteur. Projections d’un vecteur 


Les segments orientés s'appellent aussi vecteurs géométriques ou simple- 
ment vecteurs. Comme précédemment, un vecteur, en tant que segment orienté, 
sera noté par deux lettres latines majuscules surmontées d’un trait commun, 
où la première lettre désigne l’origine et la seconde l'extrémité du vecteur. 
De même, nous désignerons aussi un vecteur par une lettre latine minuscule 

qui, sur les figures, se met près de la flèche 

a 8 représentant Île vecteur (voir la fig. 40 où est 

figuré un vecteur a Sr A et d'extrémité B). 

Bien souvent l'origine d'un vecteur est appelée 
aussi son point d'application. 

Des vecteurs sont dits égaux s'ils sont de 
même longueur, sont portés par des droites paral- 
A lèles ou se trouvent sur une même droite et sont 

de même sens. 
Fig. 40 On appelle module d’un vecteur le nombre 
égal à sa longueur (pour l'échelle donnée). Le 


module d'un vecteur a est noté par le symbole La | ou a. Si la = À, 
le vecteur a est dit unitaire. ” 

Le vecteur unitaire qui a le même sens qu'un vecteur donné a s'appelle 
vecteur de base du vecteur « et est noté d'ordinaire par le symbole a. 

On appelle projection d'un vecteur AB sur l'axe u le nombre égal à la 


longueur du segment 4,B, de l'axe u, où les points 4, et B, sont respecti- 
vement les projections sur l'axe u des points .4 et B. 


La projection du vecteur AB sur l'axe u est désignée par le symbole: 


proju AB. Si un vecteur est noté par le symbolo a, on convient de noter sa 
projection sur l'axe uw par proj, a. 
La projection d'un vecteur a sur un axe u s'exprime en fonction de son 
module et de l'angle @ qu'il fait avec cet axe à l’aide de la formule 
projyx a—=|a|-cos q. (1) 


Les projections d'un vecteur quelconque a sur les axes d'un système de 
coordonnées donné seront désignées par les lettres X, Y, Z. L'égalité 


a—{X;: Y:;2] 


—+ 
signifie que les nombres X, Y, Z sont les projections du vecteur a sur les 
axes de coordonnées. 

Les projections d'un vecteur sur les axes de coordonnées s'appellent éga- 
lement ses coordonnées ou composantes (cartésiennes). Si on donne deux points 
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M: (z, Ya, 2) et M2 (z2, V2, 22), respectivement origine et extrémité d'un vec- 
teur a, les coordonnées À, Y, Z de ce dernier sont données par les formules 
X=zo—ts, Y=ye—Yyys = 22—541. 

La formule 


lal= VX2+Y3#2: (2) 

permet de déterminer le module d'un vecteur à |’ aide de ses coordonnées. 

Si æ, B, y sont les angles formés par le vecteur a avec les axes de coor- 

données (fig. 41), cos &. cos B, cos v s'appellent cosinus directeurs du vecteur a. 

l découle de la formule (1) que 

X=|alcosa, Y=l|al|cosf, Z=|a|cosy. 

D'où d’après la formule (2) 
cos? & + cos? B + cos? y = 1. 


Cette dernière égalité permet de déterminer l'un 
des angles &, B, y si l’on connaît les deux autres. 


748. Calculer le module du vecteur 
a={6, 3 —2}. 

749. On donne les deux coordonnées 
X=4, Y = —12 d'un vecteur. Calculer sa 
troisième coordonnée Z de manière que Fig. 41 
| a | = 13. 

750. On donne les points A (3, 3, —1,2) et B(—1,2,1). Calcu- 
ler les coordonnées des vecteurs AB et BA. 

751. Calculer les coordonnées du point V avec lequel coïncide 


l'extrémité du vecteur a — {3, —1, 4} si son origine coïncide avec 
le point M (1,2, —3). 


752. Calculer les coordonnées de l'origine du vecteur a=— 
— {2, —3, —1} si son extrémité coïncide avec le point (1, — 1, 2). 
753. On donne le module | a|=— 2 d’un vecteur et les angles & = 45°, 


B=— 60°, y— 120°. Calculer les projections du vecteur a sur les axes 
de coordonnées. 
754. Calculer les cosinus directeurs du vecteur 


a—4{12, —15, —16}. 


755. Calculer les cosinus directeurs du vecteur 


a 
718’ 5°# 
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756. Est-ce qu'un vecteur peut former avec les axes de coordon- 
nées les angles suivants: 


1)a—45, B=60, y—120°; 
2) a—45, B—135, y—60°; 
3) «a —90°, B—150°; y—60°? 


757. Est-ce qu'un vecteur peut former avec deux axes de coor- 
données les angles suivants : 


1) x=30", B—45; 2) B—60, y—60°; 
3) œ—150°, y—30°? 
758. Un vecteur forme avec les axes Or et Oz les angles a — 
— 120° et y — 45°. Quel angle forme-t-il avec l’axe Oy? 
759. Un vecteur a forme avec les axes Or et Oy les angles &æ = 


— 60°, B — 120°. Calculer ses coordonnées si | a | — 

760. Déterminer les coordonnées d’un point M si son rayon 
vecteur forme avec les axes de coordonnées des angles égaux et que 
son module soit égal à 3. 


$ 30. Opérations linéaires effectuées avec les vecteurs 


On appelle somme a+b de deux vecteurs a et b le vecteur qui a pour 
origine l'origine du vecteur a a et pour extrémité, l’extrémité du vecteur b, sous 


œ 
Fig. 42 Fig. 43 


la condition que l'origine du vecteur b coïncide avec ' extrémité du vecteur a 


fee du triangle). La construction de la somme a—+b est représentée sur 
a fig. 
Outre la règle du triangle, on se sert souvent _de la règle du parallélo- 


gramme (qui lui est équivalente) : si les vecteurs a et b sont ramenés à une 
origine commune et à partir desquels on construit un parallélogramme., la 


somme a-+b est alors un vecteur qui coïncide avec la diagonale du paral- 
lélogramme issue de l’origine commune des vecteurs a et b (fig. 43). Il s'en- 
suit immédiatement que a+b=b+a. 
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Pour additionner plusieurs vecteurs on procède en répétant, autant de 
fois qu’il est nécessaire, la règle du triangle (voir fig. 44 où l'on a représenté la 


somme de quatre vecteurs a, b, c, d). 

On appelle différence a — b de deux vecteurs a et b un vecteur qui, addi- 
tionné au vecteur b. donne le vecteur a. Si deux vecteurs a et b sont ramenés à 
une origine commune, leur différence a — b est le vecteur d'origine à l’extré- 


mité de b (vecteur que l'on retranche) et d'extrémité à l’extrémité de a (vecteur 
« réduit s). Deux vecteurs d’égale longueur, portés par la même droite et de 


sens différent, sont dits opposés: si l’un d'eux est noté par a, l’autre se désigne 
par — a. On voit aisément que a — b = a + (—b). Ainsi la construction 
de la différence revient à ajouter au vecteur 


à réduire un vecteur de signe opposé au 
vecteur que l'on retranche. 


Le produit aa (ou également aa) d'un 
vecteur a par un nombre «& est un vecteur 
tel que son module est égal au produit du 
module du vecteur a par le module du 
nombre a ; le vecteur aa est parallèle au vec- 


teur «a, ou il se trouve sur une même droite 
que ce dernier et a le même sens que le vec- 
+ 


teur a sicest un nombre positif, le sens Fig. 44 
opposé si & est un nombre négatif. 

La somme des vecteurs et le produit d’un vecteur par un nombre sont 
appelés opérations linéaires effectuées avec les vecteurs. 

On a deux théorèmes fondamentaux se rapportant aux projections des 
vecteurs : 


1. La projection d’une somme de vecteurs sur un axe quelconque est égale 
à la somme des projections sur cet axe: 


proju (ai—Las+ ...-l an) = proj, a1+ proju a+... + proje an. 


2. Pour multiplier un vecteur par un nombre il suffit de multiplier sa 
projection par ce nombre : 


+ 


PrOju (œa) = @ proju 4. 
En particulier, si 


+ 


GX ue Vas Zi D {Xos Yos Zoh, 
on a alors 


a+ {Xi Xe, YitYe Zit2Z} 
et 


00, Yi Va Zi 7 
Si a = {4, Y, Z}, pour tout nombre & on a alors 


aa={aX, a«Y, aZ}. 
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Des vecteurs qui se trouvent sur une même droite ou sur des droites 
parallèles sont dits collinéaires. Le critère qui permet de reconnaître que 
deux vecteurs 


a={Xu Ya Zi b={Xx Ya 22) 
sont Cullinéaires est donné par la proportionnalité de leurs coordonnées : 


+ —+ — 
Les trois vecteurs i, j, k sont appelés base des coordonnées si ces vec- 
teurs satisfont aux conditions suivantes : 


1) le vecteur à est porté par l'axe Or, le vecteur j par l'axe Oy, le vec- 
teur À par l'axe Oz; 


2) chacun des vecteurs i, j k est orienté sur son axe dans le sens positif ; 
3) les vecteurs ë, rs k sont unitaires, c'est-à-dire que lil=1, lf1=1, 
LE |=1. 
Quel que soit le vecteur a, on peut toujours le décomposer par rapport 
à la base i, rs k, c'est-à-dire qu’il peut être mis sous la forme 
a=XiHYiHZK : 
les coefficients de cette décomposition sont Îles coordonnées du vecteur a 


(c'est-à-dire que X, Y, Z sont les projections du vecteur a sur les axes de 
coordonnées). 


761. Etant donné deux vecteurs a et b. construire les vecteurs 
suivants: 1) a+b; 2) a—b: 3) b—a: 4) —a—b. 

762. On donne |a|—13, |b]—19 et |a+b|—24. Calculer | a — 
—b|. 

763. On donne |a|—11,|b|=—23 et |a—b|= 30. Calculer |a+b1. 

764. Etant donné deux vecteurs perpendiculaires a et btels que 
|a|=5 et |b|= 12, calculer la-+6] et la—bl. 

765. Les vecteurs a et b forment un angle @ — 60°. Connaissant 
lal=5 et |b|=8, calculer | a + b| et la—bl. 

766. Les vecteurs a et b forment un angle ®—120°. Connais- 
sant |a|=3 et 181=5, calculer |a+bl et ja —bl. 


767. A quelles conditions doivent satisfaire les vecteurs astb 
pour que l'on ait les relations suivantes : 


1)[a+6|=|a—b]; 2)[a+b|=>|e—b|; 
3) [a+b|<|a—bl. 
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768. A quelle condition doivent satisfaire les vecteurs «a et b 


pour que le vecteur & + D divise l'angle formé par les deux pre- 
miers vecteurs en deux angles égaux? 


769. Etant donné deux vecteurs a et b, construire les vecteurs 
suivants : 


> 


1) 3a; 2) —+b; 3) 2a++5; NE Hitos 


770. Dans un triangle ABC le vecteur AB = m et le vecteur 


—+ — 
m-Ln m—R 
AC =—n. Construire les vecteurs suivants : 1) ; 2) : 


— —+ — 


3) —_— : 4) — = . On prend + in D ç’ 
pour unité de os construire 
également les vecteurs : 9) |r|m + 
+m|r; 6) [n|m—]m| n. 

771. Le point © étant le centre de 
gravité d'un triangle ABC, démontrer 
que OA + OB + OC =0. 

772. On donne dans un pentagone 
régulier ABCDE les vecteurs qui coin- 


cident avec ses côtés : 4B=m, BC = 
=n, CD= p, DE = q et EA=r. Cons- 
truire les vecteurs: 1) m—n+ P— 
—g+r; 2)m+2p+ sr; 8) 2m+ Ln—3p—q+2r. 

773. On donne dans un parallélépipède ABC DA'B'C' D’ (fig. 45) 
les vecteurs qui coïncident avec ses arêtes : AB= me, AD= r 
et AA =p. conte RE vecteurs _suivants : 1) m+n+p; pr 
ns 7 P; 3) Lm+Sn+p; 4) m+n—p; 5) -m—R++ 5 P 


774. Trois forces M ; N et P sont appliquées en un point dans 
des directions perpendiculaires. Déterminer la grandeur de leur 


résultante À, si on sait que |M|=2 kgf, |[N|=—10 kgf et | P| = 
— 11 kgf. 


775. Soient donnés deux vecteurs a — {3, —2, 6} et b ={ — 2, 
1, 0}. Calculer les projections sur les axes de FOORROnESE des vec- 
teurs suivants: 1) a LD: 2) a—b; 3) 2a ; 4) — +6; 5) 2a+ 3b: 


6) +a—b. 
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776. Vérifier qu les vecteurs a—4{2, —1, 3} et b={—6, 3, 
— 9} sont collinéaires. Etablir celui qui est plus long que l'autre 
et de combien de fois, et s'ils sont de même sens ou de sens 
opposé. 

777. Calculer pour quelles valeurs de a«, B les vecteurs 
a— —2i+3j+$k et b— œi—6j+2k sont collinéaires. 

778. Vérifier que les quatre points A(3, — 1,2), B (1, 2, —1), 
C(—1,1, —3), D(3, —5, 3) sont les sommets d'un trapèze. 

779. On donne les points A(—1, 5, —10), B(5, 1; 8), 


C(2, 2, —7)et D(5, —4, 2). Vérifier que les vecteurs AB etCD 
sont collinéaires ; dire celui qui est le plus long, de combien de 
fois et s’ils ont un même sens ou des sens opposés. 


780. Trouver le vecteur unitaire du vecteur a — {6, —2. —3}. 


781. ‘Trouver le vecteur unitaire du vecteur a ={3, &, —12}. 
782. Calculer les modules de la somme et de la différence des 


vecteurs a =43, — 5, 8} et b—{—1, 1, —4}. 

783. On donne la décomposition du vecteur c par rapport à la 
base ï, j k:c— 16—15j + 12%. Décomposer le vecteur d paral- 
lèle au c et de sens opposé par rapport à cette base si | d | — 19. 

784. Deux vecteurs a={2, — 3, 6} et ee {—1, 2, —2} ont une 
même origine. Calculer les coordonnées du vecteur c porté par la 
bissectrice de l'angle formé par les vecteurs aet b si on sait que 
je|-3722. EL _ 

785. Les vecteurs AB—(2, 6, —4) et AC —(4, 2, —2) coïnci- 


dent avec les côtés d’un triangle ABC. Calculer les coordonnées 


des vecteurs d'origine aux sommets du triangle et coïncidant avec 
les médianes AM, BN, CP. 


786*. Démontrer que si pet q sont des vecteurs quelconques 
non collinéaires, tout vecteur appartenant à leur plan peut être 
mis sous la forme : 


a= ap + faq. 
Démontrer que les nombres & et B sont déterminés par les vec- 


— — — 
teurs a, p, q d’une manière univoque. 


* Les exercices 786 et 792 sont essentiels pour pouvoir comprendre les 
autres exercices. On donne la solution complète du premier. 
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(La représentation du vecteur a sous la forme a=2p-— fq 
s'appelle décomposition de ce vecteur par rapport à la base 


p, g; les nombres « et B sont les coefficients de la décomposi- 
tion). | 


Démonstration. Ramenons les vecteurs, a, p et qà une origine Com- 
mune que nous notons par la lettre O (fig. 46). Soit A l'extrémité du vec- 


teur a. Menons par le point À une droite parallèle au vecteur q. Désignons 
par 4, le point d'intersection de cette droite avec la ligne d’action du vec- 


teur p. De même, désignons par 4, l'intersection de la ligne d'action du 
vecteur g avec la droite menée du point 4 
et parallèle au vecteur p. 
D'après la règle du parallélogramme, 
a=0A=0A+0Ag. (1) 


Puisque les vecteurs O1, et p sont portés 
par une même droite, le vecteur O:1, peut 


s'obtenir du vecteur p en le multipliant par 
un certain nombre a : 


= — 
OA = ap. (2) 
De méme, 
= — 
OA, = Pgq. (3) 
.. On déduit des égalités (1), (2) et (3): a = ap+Bq. Ainsi nous avons 
démontré que la décomposition demandée est possible. I1 reste à démontrer 
que les coefficients œ et B de cette décomposition sont déterminés d'une 
manière univoque. 
Supposons que le vecteur a admet deux décompositions : 
a=ap+#+fqg, a=ap+6$"q 
ct que. par exemple, x’ = #. On a en soustrayant membre à membre 


(2'— 2) p+(B"—B)9=0 


»_ BB > 
PL 


ou 


+ — 

Mais cette égalité signifie que les vecteurs p et q sont collinéaires, ce qui n'est 
as vrai par hypothèse. Par conséquent, &’ -£ & est impossible. On démontre de 
a même façon l'impossibilité de B° - B. Ainsi, &«”’ = &, B” = B, c'est-à-dire 

que deux décompositions différentes d'un même vecteur sont impossibles. 


787. On donne deux vecteurs p={2, —3}, qg={1, 2} du plan. 
Décomposer le vecteur a=—{9, 4} par rapport à la base p, q. 
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788. On donne trois vecteurs a={3, —2}, b= {—2, 1} et c= 
—{7, —4} du plan. Décomposer chacun d'eux en prenant pour 
base les deux autres. 


789. On donne trois vecteurs a—4{3, —1}, b—#{1, —2}; c= 


—={—1, 7} du plan. Décomposer le vecteur p= «a+ b+c par rap- 
port à la base a, b. 

790. En prenant pour base les vecteurs AB —b et AC=c qui 
coïncident avec les côtés du triangle ABC, on demande de décom- 
poser les vecteurs d'origine aux sommets du triangle et qui coin- 
cident avec ses médianes. 

791. On donne quatre points A(1, —2), B(2, 1), C(3, 2) 
et D(—2, 3) du plan. Décomposer les vecteurs AD, BD, CD et 
AD + BD +CD, en prenant pour base les vecteurs AB et AC. 

792. Démontrer que si p, q et r sont des vecteurs quelconques 


non coplanaires*, alors tout vecteur a de l’espace peut être mis 
sous la forme : 

— CS — — 

a= ap +fq + vr. 
Démontrer que les nombres «, B, y sont déterminés par les vec- 


teurs a, P qetr r d’une manière univoque. (La représentation du 
vecteur & sous la forme a=ap+fg+vr. est appelée décomposi- 


tion du vecteur a par rapport à la base p, q, r. Les nombres a, 
B et y sont app':lés coefficients de la décomposition.) 

793. On donne trois vecteurs p—{3, —2, 1}, g—{—1, 1, —2}, 

—{2, 1, —3}. Décomposer le vecteur c—{11, —6, 5} par rapport 


+ —+ — 


à la base p, q, r. 
794. On donne quatre vecteurs a —{2, 1, O}, b—{1, —1, 2}, 


ce {2, 2, —1} et d= 3, 7, — 7}. Décomposer chacun de ces vec- 
teurs en prenant pour base les trois autres. 


$ 31. Produit scalaire de deux vecteurs 


On appelle produit scalaire de deux vecteurs un nombre égal au produit 
des module s de ces vecteurs par le coque de l'angle qu’ils forment. 


Le produit scalaire des vecteurs a, b est noté par le symbole ab 
(CL ordre dans lequel les vecteurs sont écrits n'intervient pas, c'est-à-dire que 


ab = ba). 


* Trois vecteurs sont dits non coplanaires si, après les avoir ramenés à 
une origine commune, ils ne se trouvent pas dans le même plan. 
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Si l’on désigne par q l'angle formé par les vectours a, b, on peut expri- 
mer leur produit scalaire à l’aide de la formule 


ab =lal4 Dl-cos q. (1) 


Le même produit scalaire des vecteurs a, b peut également être exprimé 
à l'aide de la formule 


ab = a l-proj.b, ou ab =16l-proi.c. 


Il découle de la formule (1) que ab bp >0 si est un angle aigu, ab < 0 
si l'angle @ est obtus; ab=0 si et. seulement si les vecteursa et b sont 
perpendiculaires (en particulier, a ab=0 si a —0 ou b=0). 

Le produit scalaire aas appelle carré scalaire du vecteur et est noté 


par le symbole a, 11 découle de la formule (1) que le carré scalaire d'un 
vecteur est égal au carré de son module : 


aè= ja a |?. 
Si les vecteurs a et b sont donnés par leurs coordonnées : 
GX Vas Zih D= {Zn Vas Zoh, 
leur produit scalaire peut être calculé à l’aide de la formule 
Gb=XiX2+YiYet Zi22. 


11 en découle que la condition nécessaire et suffisante pour que deux 
vecteurs soient perpendiculaires est 


XiXo+ Yi1Y2+ 2322 = 0. 
L'angle œ formé par deux vecteurs 


aœ{Xi Vas Zi} et b={X, Ya, 22) 
a ab 


est donné par la formule cos———— ou, en coordonnées, 
la ]-1b | 
LiX2+YiYo+ Zi22 


cos p— 


VAN EZ VIENNE 

La projection d'un vecteur quelconque S = —4{X,Y,Z} sur un axe quel- 
conque u est donnée par la formule 

proj,S = 5" e, 

où e est le vecteur unitaire orienté suivant l'axe u. Si l’on connaît les an- 
gles «, B, y de l'axe u avec les axes de coordonnées, alors e — {cos a, cosf, 
cos y} et pour calculer la projection du vecteur S, on peut se servir de la 
formule 


+ proj,S = X cos & + Y cos B+Z cos y. 
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795. Les vecteurs & et b forment un angle @= Za; si on sait 
que [a|=3 ; |b|=4 , Calculer: f) ab ; 2) a ; 3) b? : 4) (a + b}?; 
5) (3a—2b) (a+ 2b); 6)(a—b)?; 7) (3a-L 2h}. 

796. Les vecteurs a et b sont perpendiculaires; le vecteur © 
forme avec eux des angles égaux à +; si on sait que |a|= 3, 
1b1—5, c| — 8, calculer: 1) (3a — 2b) (b + 3c) ; 2) (a+bæ+c}); 
3) (a+ 2b—3c}°. 

7197. Démontrer l'identité 

(a+ b}2+ (a —b)° = 2 (a? + b?) 
et expliquer sa signification géométrique. 

798. Démontrer que 

—ab<ab< ab ; 
dans quels cas peut-on avoir l'égalité ? 


799. En supposant que chacun des vecteurs a, b. c est diffé- 
rent de zéro, trouver pour quelle disposition de ces vecteurs 


l'égalité (ab)c = a (bc) est vraie. 
800. On donne les vecteurs unitaires a, b, c vérifiant la con- 
dition a+ b+ic=0. Calculer ab + bc + ca. 
801. On donne trois vecteurs a, b. © vérifiant la condition 
a+b+c=0. Calculer ab+bc+ ca, si |al=3 . 1b]=1 et |c|=4 : 
802. Les vecteurs a, b. € forment deux à deux des angles de 60°. 
Déterminer le module du vecteur p= a+ b+c, si on sait que 
lal=4, |b]=2 et le1=6. 
803. On donne jal=3, 3, [b|=5. _Déterminer la valeur de &« pour 
laquelle les vecteurs a + ab. a— aœb sont perpendiculaires. 
804. A quelle condition doivent satisfaire les vecteurs aetb 
pour que le vecteur a+b soit perpendiculaire au vecteur a —b. 
805. Démontrer que le vecteur p=— b (a c)— c (a b) est perpendi- 
culaire au vecteur a. 
a s@b) b) 


806. Démontrer que le vecteur p= b— est perpendiculaire 


se 
au vecteur a. 
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807. On donne les vecteurs ÂAB—b et AC =‘ coïncidant avec 
les côtés du triangle ABC. Décomposer par rapport à la base b, 
c le vecteur d'origine au sommet B et coincidant avec la hauteur BD 
du triangle. 


808. Les vecteurs a et P forment un angle p=<+; calculer 


l'angle & des vecteurs p=a+b et g=a—b si on sait que la|= 
=V3, |b|—1. 

809. Calculer l'angle obtus formé par les médianes abaissées 
des sommets des angles aigus d’un triangle rectangle isocèle. 

810. Trouver le lieu géométrique des extrémités d'un vecteur 


> 

variable x, si on sait que son origine se trouve au point donné À 
— 

et que le vecteur x satisfait à la condition 


anÿ > 


za=@, 
où a est un vecteur donné et &« un nombre donné. 
811. Trouver le lieu géométrique des extrémités d’un vecteur 
ES 
variable zx, si on sait que son origine se trouve au point donné À 
+ 
et que le vecteur z satisfait aux conditions 
— —+ + —+ 
za=a, zb=f, 
— + 
où a, b sont des vecteurs donnés non collinéaires et «&, B des 
nombres donnés. 


812. On donne les vecteurs a—{4, —2, —4}, b—4{6, —3, 2}. 
Calculer : 


1)20:; 2) Va: 3) VE: 4) (2a— 3b)(a + 26); 
5) (a+ b)*; 6) (a—b}. 

813. Calculer le travail accompli par la force f— {3, —5, 2} 
lorsque son point d’application se déplace de l'origine à l’extré- 
mité du vecteur S(2, —5, —7)*. 

814. On donne les points A(—1, 3, —7), B(2, —1, 5) et 
C(0, 1, —5). Calculer: 

1) (24B—CB)(2BC— BA); 2) V AB*: 3) V AC; 


# Si le vecteur f représente use force dont le point d’application se déplace 


de l'origine à l'extrémité du vecteur s, alors le travail w de cette force est 
donné par la relation 
w = fs. 
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__4) calculer les coordonnées des vecteurs (AB AC)BC et 
AB (AC BC). 

815. Calculer le travail accompli par la force f = {3, —2, —5}, 
lorsque son point d’application, en se déplaçant suivant une 
trajectoire rectiligne, passe du point A(2, —3, 5) au point 
B(3, —2, —1). 

—}> + 
816. On donne trois forces M —=4{3, —4,2}, N={2, 3, —5} 


et P— {—3, —2, 4}, appliquées en un même point. Calculer le 
travail effectué par la résultante deces trois forces si le point 
considéré se déplace suivant une trajectoire rectiligne, en passant 
du point M,(5, 3, —7) au point M,(4, —1, —4). 

817. On donne les sommets Ali, —2,2), B(1,4,0), 
C(—4,1,1) et D(—5, —5,3) d'un quadrilatère. Démontrer que 
ses diagonales AC et BD sont perpendiculaires. 

818. Déterminer la valeur de x pour laquelle les vecteurs 
a=ai—3j+2k et b—i+2j—ak sont perpendiculaires. 

819. Calculer le cosinus de l’angle formé par les vecteurs 


a—{2, —4,4} et b—{—3, 2, 6}. 

820. On donne un triangle de sommets À (—1, —2, 4), 
B (—4%, —2, 0) et C (3, —2, 1). Déterminer l’angle intérieur au 
sommet B. 

821. On donne un triangle de sommets À (3, 2, —3), B (5, 1, —1) 
et C (1, —2, 1). Déterminer l'angle extérieur au sommet À. 

822. Après avoir calculé les angles intérieurs du triangle de 
sommets À (1, 2, 1), B (3, —1, 7), C (7, 4, —2), se convaincre 
que ce triangle est isocèle. 

823. Un vecteur zx, collinéaire au vecteur a={6, — 8, —7,5}, 
forme un angle aigu avec l’axe Oz. Calculer les coordonnées de ce 
vecteur, si on sait que |xz|— 50. 

824. Trouver un vecteur z collinéaire au vecteur a={2, 1, —1} 
tel que 


> —+ 


za=3. 


825. Le vecteur z, perpendiculaire aux vecteurs a=3i+2;+2% 
et b— 18i— 22; — 5k, forme un angle obtus avec l'axe Oy. Calculer 
ses coordonnées, si |z |= 14. 

826. Trouver un vecteur x, si on sait qu’il est perpendiculaire 
aux vecteurs a={2, 3, —1} et b—{1, — 2,3} et qu'il vérifie la 
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relation 
z(2i—j+A)= —6. 

827. On donne deux vecteurs : a= {3, — 1, 5} et b=— {1, 2, —3). 
Trouver un vecteur x si on sait qu’il est perpendiculaire à l’axe Oz 
et qu'il vérifie les relations 

za—9,rb=—4. 


828. On donne trois vecteurs : 
a=2i—j+3%k, b=i—3j+2k et c—3i +2; —4k. 


+ 
Trouver un vecteur x tel que 


za—= —5, xb=—A1, zc= 20. 
829. Calculer la projection du vecteur S — {4, —3, 2} sur un 
axe formant avec les axes de coordonnées des angles aigus égaux. 


830. Calculer la projection du vecteur S — {V2, —3, —5) 
sur un axe formant avec les axes de coordonnées Oz, Oz les angles 
a — 45°, y — 60°, et avec l'axe Oy l'angle aigu B. 

831. On donne deux points À (3, —4, —2) et B (2, 5, —2). 
Calculer la projection du vecteur AB sur un axe formant avec les 
axes de coordonnées Oz, Oy les angles &æ — 60°, B — 120°, et avec 
l’axe Oz l’angle obtus +. 


832. Calculer la projection du vecteur a=4{5, 2,5} sur le 


support du vecteur b— {2, —1, 2}. 
. On donne trois vecteurs : 


a=3i—6j—k, b—i+4j—5k et c—3i— 4j +142k. 
Calculer proj+ (a + b) | 
834. On donne trois vecteurs : 
a=#{1, —3,4}, b—4{3, —4,2} et c—{—1,1, 4). 
Calculer pro +. 
835. On donne trois vecteurs : 
a=—2i4+j.+Kk, b=i+5f et c—4i+4;—2k 
Calculer proj+ (3a — 2b). 
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836. La force définie par le vecteur R— {4, —8, —7} est 
décomposée suivant trois _directions perpendiculaires, dont l’une 


est donnée par le vecteur a a + 2j +X. _Calculer la composante de 
la force À dans la direction du vecteur a. 

837. On donne deux points M(—5,7, —6) et N(7, —9, 9). 
Calculer la projection du vecteur a=—{1, —3,1} sur l'axe du 
vecteur MN. 

838. On donne les points A(—2, 3, — 4), B(3, 2, 5), C(1, — 1,2), 
D (3, 2, —4). Calculer projc5 AB. 


$ 32. Produit vectoriel 


On appelle produit vectoriel d'un vecteur a par un vecteur b un vecteur 
noté par le symbole (a b] et vérifiant les trois conditions suivantes : 

1) le module du vecteur [a b] est égal à Lal-16 | sin @, où o est l'angle 
des vecteurs a et b'; 

2) le vecteur [a b] est perpendiculaire aux vecteurs a et b; 

3) le sens du vecteur fa” b] est donné par «la règle de la main droites. 


Cela signifie que si les vecteurs a, b et [a b] sont ramenés à une origine 


commune, Je vecteur [a a b] doit être orienté dans la  direc- 
tion donnée par le médius de la main droite lorsque le pouce correspond à la 


direction du premier vecteur (c'est-à-dire du vecteur a) et l'index à la direc- 


tion du second vecteur (c'est-à-dire du vecteur b). 
Le produit vectoriel dépend de l'ordre des vecteurs, à savoir : 


a b] — = a]. 
Le module du produit vectoriel {a è] est égal à l'aire S d'un parallélo- 
gramme construit sur les vecteurs a etb: 
| le 6]1=S. 
Le produit vectoriel peut être exprimé à l’aide de la formule 
fa b]= Se, 
où. e est le vecteur unitaire du produit vectoriel. 
L' produit vectoriel {a b] est égal à 26r0 si et seulement si les vecteurs 


: et & sont collinéaires. En particulier, fa a] = = 0. 


Si le système d'axes de coordonnées est droit et les vecteurs a et b sont 
donnés par leurs coordonnées : 


PERTE 40 Yu Zi}, b={X2, Yo, Z2}, 


839-847] $ 32. Produit vectoriel 135 


le produit vectoriel des vecteurs a et b est donné par la formule 


Eu { YiZ1 |. fs XiY: } 
Y222 | X 222 XoY2 
ou 
[a b]=|x, y, zl: 
X2 Yo L 


839. Les vecteurs a et b forment un angle p=—. Calculer 


[[&b]l, sachant que |a|=6, |b]=5. 
840. On donne: la|= 10, |b]=2 et ab—12. Calculer | [a b]|. 
841. On donne : la|=3, 1b|=26 et | La b]| =: 72. Calculer ab. 
842. Les vecteurs a et b sont perpendiculaires. Calculer : 


1) [LG+b)(a—b)1|; 2) |I(Ba—b) (a — 2611, 
si |[a|—3, |b|—4. 
842 Les vecteurs a et b forment un angle = 2x. Calculer : 
1) [a dj? ; 2) [(2a +6) (a + 2b)}° ; 
3) (a+ 36) (Ba — br, 
si |a|—1, |0|—2. 
844. A quelle condition doivent satisfaire les vecteurs & et b 


pour que les vecteurs a+b et a— b soient collinéaires ? 
845. Démontrer l'identité 


[a dj? + (a b}? = a%b2. 
846. Démontrer que 
[a dj < ab ; 
dans quel cas pourra-t-on avoir l'égalité ? Lie 


847. On donne des vecteurs quelconques : P, g, r,n. Démontrer 
que les vecteurs 


a=[pr], b={gn], c=(frn] 
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sont coplanaires (c’est-à-dire qu’étant ramenés à une même origine, 
ils se trouvent dans un même plan). 


848. Les vecteurs a, b, € vérifient la condition 


a+b+c=0. 
Démontrer que 
(abj=(bc)={cal. 
849. Les vecteurs a, Bb, c, d vérifient les relations 
(a bj=(c dj, (ac) =(bd]. 


Démontrer que les vecteurs a—d et b—c sont collinéaires. 


850. On donne les vecteurs a — {3, —1, —2} et b— {1,2, —1}. 
Calculer les coordonnées des produits vectoriels : 


1) [ab]; 2) [(2a+b)b]; 3) ((2a—b) (2a + b)]. 


851. On donne les points A (2, —1, 2), B(1, 2, —1)et C'(3, 2, 1). 
Calculer les coordonnées des produits vectoriels : 


4) [4B BC); . [(BC —2CA)CB]. 


852. La force f = {3, —4} est appliquée au point 
A (2, —1, 1). Calculer le GS de cette force par rapport à l’ori- 
gine des coordonnées * “: 

853. La force P — {2, —4, 5} est appliquée au point 
Mo (4, —2, 3). Calculer le moment de cette force par rapport au 
point À (3, 2, —1). 

854. La force — {3, 4, —2} est appliquée au point 
C (2, —1, —2). Calcalor la valeur et les cosinus directeurs du 
moment de cette force par rapport à l’origine des coordonnées. 

855. La force P = {2, 2, 9} est appliquée au point À (4, 2, —3). 
Calculer la valeur et les cosinus directeurs du moment de cette force 
par rapport au point C (2, 4, O). 

856. On donne trois forces M = {2, —1, —3}, N = {3, 2, —1} 
et P — {—4, 1, 3}, appliquées au point C (—1, 4, —2). Calculer 
la valeur et les cosinus directeurs du moment de la résultante de 
ces forces par rapport au point À (2, 3, —1). 


+ Sile vecteur j représente une force appliquée en un point quelconque 
M,et le vecteur a issu d'un point quelconque O a pour extrémité le point M, 
le vecteur [af] est le moment de Ia force f par rapport au point O. 
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857. On donne les points À (1, 2, 0), B (3, 0, —3)et C (5, 2, 6). 
Calculer l'aire du triangle ABC. 

858. On donne les sommets À (1, —1, 2), B (5, —6, 2) et 
C (1, 3, —1) d’un triangle. Calculer la longueur de la hauteur 
abaissée du sommet B sur le côté AC. 


859. Calculer le sinus de l’angle formé par les vecteurs a = 
= {2, —2, 1} et b = {2, 3, 6}. 

860. Le vecteur x, perpendiculaire aux vecteurs a={4, —2, —3} 
et b — {0, 1, 3}, forme avec l’axe Oy un angle obtus. Calculer les 
coordonnées si | z | — 26. 

861. Un vecteur m, perpendiculaire à |’ axe Oz et au vecteur 
a—4{8, —15, 3}, forme avec l'axe Oz un angle aigu. Calculer les 
coordonnées si [|m|= 51. 

862. Trouver un vecteur zx, si on sait qu'il est perpendiculaire 
aux vecteurs a—{2, —3,1} et b—4{1, —2,3} et qu'il satisfait 
à la condition: 

z(i+ 2j —7k) —10. 
863. Démontrer l'identité 
(+mi+tn) (+ mins) —(lile+ mme + nan) = 
= (mire — mor) + (lors — lin) + (lime — lim). 
Indication. Utiliser l'identité de l'exercice 845. 
864. On donne les vecteurs : 


a={2, —3,1}, b—{—3,1, 2} et c={1, 2, 3}. 


Calculer [[a b]c] et fa[bcll. 


$& 33. Produit mixte de trois vecteurs 


Trois vecteurs sont appelés ee de vecteurs si l’on sait lesquels d’entre 
eux sont le premier, le deuxième et le troisième. Un triplet de vecteurs s'inscrit 


dans l'ordre numérique ; par exemple, a, %,c signifie que le vecteur a est con- 
sidéré comme le premier, b — comme le deuxième, ec — comme le troisième. 


Un triplet de vecteurs non coplanaires a, b,« c est dit droit si les vecteurs 
qui le composent, après avoir été ramenés à une origine commune, sont dispo- 
sés dans l'ordre numérique analogiquement à la disposition du pouce, de l'in- 


138 ch. 7. Algèbre vectorielle [865-866 


dex et du médius de la main droite. Au contraire, si les vecteurs a, ®, “e sont 
disposés ainsi que les doigts correspondants de la main gauche, le triplet est 
dit gauche. 


On appelle produit mixte de trois vecteurs a, b, c le nombre égal au 
produit scalaire du produit vectoriel [a b] par le vecteur c, c'est-à-dire 
{a b] c. 

= —+ pp =} : : , 

L'identité [a b]c—a{b c] est vraie; pour cette raison notons le produit 


mixte [a b]e par le symbole plus simple: abc. Ainsi, 
a bc={ablc, abe--a{b el. 
Le produit mixte abc est égal au volume du parallélépipède construit 
sur les vecteurs a, b, c, affecté du signe plus si le triplet abc est droit et 


du signe moins s'il est gauche. Si les vecteurs a, b. c sont coplanaires (ei 


dans ce cas seulement), le produit mixte abes ‘égale à zéro ; autrement dit, 
la relation 

—+—+—+ 

ab c=0 
est la condition nécessaire et suffisante pour que les vecteurs 
coplanaires. 


Si les vecteurs a, b, c sont donnés par leurs coordonnées : 
a= {Au Vas Zi b={X2 Ya, 22}, 
+ 
cC={Xs Y' 3 Z3}, 
le produit mixte a bc est donné par la formule 
Xi Yi Zi 
=|2 Y Z 
ÆXs Y3 Z3 
Rappelons qu'un système d’axes de coordonnées est toujours supposé droit 
(de même que le triplet des vecteurs i, 7, k). 


865. Dire si le triplet a, b, c est droit ou gauche pour: 


1) a=k, b=i, c—j; 2) a=i, b=k, c=)j; 
3) a =}, b=i, c=k: 4) PRrR ur b=; C=%k; 


i 


866. Les vecteurs a, b, c, formant un triplet droit, sont 
perpendiculaires. Calculer abc si |a|—4, |b]=2, |c|=3 
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867. Le vecteur c est perpendiculaire aux vecteurs a etb qui 
forment un angle de 30°. Calculer abc si |e|—6, |b|—3, |[c|= 3. 
868. Démontrer que 
[abc|<l]al]b]{cel; 
dans quel cas pourra-t-on avoir l'égalité ? 
869. Démontrer l'identité 
(a+) (b+c)(c+a)=2ab ec. 
870. Démontrer l’identité 
ab(c+Aa+pb)=abe, 
où À et sont des nombres quelconques. 
871. Démontrer que les vecteurs a, b, c, qui vérifient la relation 
[a dj +(bc)+{c a] =0, 
sont coplanaires. 
872. Démontrer que la condition nécessaire et suffisante pour 
que les vecteurs a, b, c soient coplanaires est que 
aa + Bb+yc=0, 
où l’un au moins des nombres «, B, > est différent de zéro. 
873. On donne trois vecteurs: 
a={1, —1,3},b—{—2, 2; 1}, c—{3, —2, 5). 
Calculer abc. 


874. Dire si les vecteurs a, b, € sont coplanaires pour: 
1) a—4{2, 3, —1}, b=4{1, —1,3}, c—{1, 9, —11}; 
2) a={3, —2,1}, b=4{2, 1,2}, c—{3, —1, —2}; 


3) a—{2, —1,2}, b—41,2, —3}, c—4{3, —4, 7} 


875. Démontrer que les quatre points 
A (14,2, —1), B(0,1,5), C (—1, 2, 1). D (2, 1, 3) 

se trouvent dans un même plan. 

876. Calculer l’aire d’un tétraèdre de sommets À (2, —1, 1), 
B (5, 5, 4), C (3, 2, —1) et D (4, 1, 3). 

877. On donne un tétraèdre de sommets À (2, 3, 1), 
B (4, 1, —2), C (6, 3, 7), D (—5, —4, 8). Calculer la longueur 
de la hauteur abaissée du sommet D. 


140 ch. 7. Algèbre vectorielle [878-879 


878. On donne un tétraèdre de volume v — 5 et de sommets 
À (2, 1, —1), B (3, 0, 1), C (2, —1, 3). Calculer les coordonnées 
du quatrième sommet D, si on sait qu'il se trouve sur l’axe Oy. 


$ 34. Double produit vectoriel 


Considérons le produit vectoriel du vecteur a par le vecteur b; le vecteur 


obtenu [a b] est multiplié vectoriellement par le vecteur ce. Nous sommos 
en présence de ce qu’il est convenu d'appeler un double produit vectoriel 


[fa ble] (il est évident que [[ab]c] est un vecteur). En multipliant vectoriel- 
lement le vecteur a par {[b c], nous obtenons le double produit vectoriel 


(albc]]. 
En général, 


[le bje] -Æ [a (b cj]. 
Démontrons que l'on a l'identité 
[[a b] cJ—b (a c)—a(b c). 
Démonstration. Introduisons un système de coordonnées (cartésien- 
nes rectangulaires). Afin de faciliter les calculs, menons les axes de coor- 


données de façon que l'axe Ox coïncide avec le vecteur a, l’axe Oy se trouve 


dans le plan des vecteurs zetb (on suppose que les vecteurs a, b ont été 
ramenés à une origine commune). Dans ce cas nous avons: 


a={Xy, 0,0}, D—{X, Vas Oh C—{Xg Va Zal. 
Calculons 


[a b]— 410, 0, XiY2}, 


re (1) 
[le bleJ={—XiYoYs LiY2Æs 0}. 


D'autre part, 
ac=XiXn b(ac)={XiX2Xs XiY2Xs 0}, 
D c—= XX a+ Va à (8 c)={X1X2X 3 XiYoYs 0, ON. 

Par conséquent, 

b(a c)—a (D c)={—XiYaYs XiYaÆs 0}. (2) 
En comparant les premiers membres des formules (1) et (2), nous trouvons: 

[label = ba c)—a(6 c), 
ce qu'il fallait démontrer. 
879. Démontrer l'identité 


[a(bc]l=b(ac)—c(ab). 
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880. Refaire l'exercice 864 en utilisant les identités données 
au début de ce paragraphe et l'identité de l'exercice précédent. 
881. On donne les sommets À (2, —1, —3), B (1, 2, —4) et 
C (3, —1, —2) d’un triangle. Calculer les coordonnées du vecteur 


k collinéaire à la hauteur abaissée du sommet À sur le côté opposé, 
si le vecteur k forme un angle obtus avec l’axe Oy et que son module 


soit 2 V/ 34. 


882. En supposant que chacun des vecteurs a, b, c est différent 
de zéro, déterminer leur position respective pour que l'égalité 


soit verifiée. C Be = ie ël 4 
883. Démontrer les identités : 
1) latbc]]+(B{ca]l+{cla b]] = 0; 
2) [ab] {cd] = (a c) (bd) — (ad) (bc): 
3) [abj{cd]+{ac}[d b]+lad][b c)—0; 
4) licb]fcd])=c(abd)—d(a bc); 
5) [ab]{6 clica]=(ab c); 
6) [a [a{e{ab]]]] = ab dans le cas où les 
vecteurs a et b sont perpendiculaires ; 
7) [a (6 (cd]]] = [a c] (bd) — [ad] (b c) ; 
8) [a[b[cdj]})=(a cd)b—(ab)(cd]; 
9) [ab {ac} —([abl{acl)} = a? (abc); 
10) [le db clIbclicallicalleblh=(abc); 
11) (a 8) [cd] + (a c) [db] + (a d)(Pc] = a (ca); 


abd abe 


a C ace 


12) (@bc)(ad e) = 


+ —+ — 
884. Trois vecteurs non coplanaires a, b, c sont ramenés à une 
origine commune. Démontrer que le plan qui passe par leurs 
extrémités est perpendiculaire au vecteur 


[ab]+[bc]+{cal. 


Chapitres 
ÉQUATION D'UNE SURFACE ET ÉQUATIONS D'UNE COURBE 


$ 35. Equation d’une surface 

On appelle équation d’une surface donnée (dans le système de coordonnées 

considéré) une équation à trois variables 

F(z, y, z)=0 
qui est vérifiée par tout point appartenant à la surface et n'est pas verifiée 
par les coordonnées de tout autre point. 

885. On donne les points M,(2, —3, 6), M: (0, 7, 0), 
M; (3, 2; —4), M; (2 V2, 4, —9), M; (1, —4, —9), 
M3 (2, 6, —V5). Déterminer ceux qui appartiennent à la surface 
x + y? + z? = 49 et ceux qui ne lui appartiennent pas. Quelle 
est la surface définie par l’équation donnée? 

886. Trouver sur la surface 2° + y? + z — 9 un point: 1) 
1) d’abscisse 1, d'ordonnée 2 ; 2) d'abscisse 2, d’ordonnée 5 ; 3) d'ab- 
scisse 2, de cote 2; 4) d’ordonnée 2, de cote 4. 

887. Déterminer les figures géométriques définies par les équa- 
tions suivantes, données en coordonnées cartésiennes rectangulaires 
de l’espace : 

1)z=0; 2)y—=0; 3)z=0; 4)z—2—0; 

5) y+2=0; 6)z2+5—=0; 7) 2 + y +2 = 025; 
8) (z — 2} + (y + 3} + (z — 5)° = 49; 

9) 2° + 25 + 32 — 0; 10) 2? + 2y? + 3x2 + 5 = 0; 
11)z—y—=0; 12)rzr+z—0; 13) y—2z—0; 

14) zy = 0; 15) zz—0; 16) yz — 0; 17) zyz = 0; 

18) x? — 4x — 0; 19) zy — y? — 0; 20) yz + 7 = 0. 


888. On donne deux points F#, (—c, 0, O0) et F, (c, 0, 0). Former 
l'équation du lieu géométrique des points dont la somme des distan- 
ces à deux points donnés est une constante égale à 2a, si a > 0, 
c>0,a>c. 


Solution. Désignons par la lettre M un point quelconque de l’espace 
et par z, y, z ses coordonnées. Comme M peut occuper n'importe quelle posi- 
tion, les coordonnées x, y et z sont des quantités variables. On les appelle coor- 
données courantes. 
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Le point M appartient à la surface donnée si et seulement si 
MF; + MF2 = 2a. (1) 
C'est la définition de la surface donnée sous forme symbolique. 
Exprimons MF, et MF: à l'aide des coordonnées courantes de M: 
MFi= VE+ ++, MPFo= V(z— cut 22. 
; Substituons les expressions trouvées dans l'égalité (1). On trouve l'équa- 
ion 


VGHOHrE EE LV +y2+ 2 24, (2) 


qui relie entre elles les coordonnées courantes z, y, z. C'est l'équation de la 
suriace donnée. 

En effet, la condition (1) est vérifiée pour tout point 4/ appartenant à 
la surface donnée et, par conséquent, les coordonnées d’un tel point vérifient 
bien l'équation (2); pour tout point n'appartenant pas à cette surface, la con- 
dition (1) ne sera pas satisfaite et ses coordonnées ne vérifieront donc pas 
l'équation (2). Ainsi le problème est résolu ; tous les calculs ultérieurs n'auront 
pour but que de simplifier l'équation de la surface. 

Isolons le premier radical dans l'équation (2); 


VE+ ++ 2a—V(2—ch ++, 
élevons au carré les deux mombres de l'égalité et développons les parenthè- 
ses ; il vient 


z2+2cx ct yt+ 22 = 
= 4a?2—4a (x — 0)? + y? + 22 L 22 — 2er + ce? y + 22, 


a V(z—-c)?+y+z=a— cz. 
Chassant le radical, nous trouvons : 
a 2x2 — 2a?cz + ac? + a?y? + a2z2 — a — 2a?cx + c2r3, 


ou 


ou 
(a?— c2) x3 + a2y2 4- a2z2 — a? (a2 — c?). (3) 
Comme e >c, a2—c?>0; désignons par b3 le nombre positif a®—c2. 
L'équation (3) se met alors sous la forme 
b2r2 + a2y2+ a?z? — a2bè 
ou 


z? 2 22 
tir ti. (4) 


La surface considérée s'appelle cllipsoide de révolution. L'équation (4) est 
son équation canonique. 


889. Former l'équation d'une sphère de centre à l'origine des 
coordonnées et de rayon r. 

890. Former l'équation d’une sphère de centre C(«, B, y) 
et de rayon r. 
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891. On mène par le point P (2, 6, —5) tous les rayons qui 
coupent le plan Ozxz. Former l'équation du lieu géométrique des 
milieux. 

892. On mène par le point À (3, —5, 7) tous les rayons qui 
coupent le plan Oxy. Former l'équation du dieu géométrique des 
milieux. 

893. On mène par le point C (—3, —5, 9) tous les rayons qui 
coupent le plan Oyz. Former l'équation du lieu géométrique des 
milieux. 

894. Former l'équation du lieu géométrique des points dont la 
différence des carrés des distances aux points #, (2, 3, —5) et 
F; (2, —7, —5) est une quantité constante égale à 13. 

895. Former l’équation du lieu géométrique des points dont la 
somme des carrés des distances aux points #, (—a, 0, 0) et 
F2 (a, 0, 0) est égale à la constante 4ai. 

96. Les sommets d’un cube sont À (—a, —a, —a), 
B (a, —a, —a), C (—a, a, —a) et D (a, a, a). Former l'équation 
du lieu géométrique des points dont la somme des carrés des distances 
aux arêtes du cube est égale à la quantité constante &8aï. 

897. Former l’équation du lieu géométrique des points équi- 
distants de deux points M, (1, 2, —3) et M: (3, 2, 1). 

898. Former l'équation du lieu géométrique des points dont la 
somme des distances à deux points donnés F, (0, 0, —4) et 
F2 (0, O0, 4) est la constante 10. 

899. Former l'équation du lieu géométrique des points dont la 
différence des distances à deux points donnés F, (0, —5, 0) et 
F: (0, 5, 0) est la constante 6. 


$ 36. Equations d’une courbe. 
Problème sur l’intersection de trois surfaces 
Une courbe gauche est définie par un système de deux équations 
F (x; Vs z)=0, 
D(z, y, z)—=0 
comme intersection des deux surfaces F (z, y, z) = 0 et © (x, y, z) = 0. Si 


F(z, y, 2 =0,O(z, y, 2) =0et Y (zx, y, z) = 0 sont les équations de trois 
surfaces, il faut, pour trouver leurs points d’intersection, résoudre le système 


F (zx, y, z)=0, 
Oz, y, z)=0, 
Y(z, y, z)=0. 


Chaque solution z, y, z de ce système représente les coordonnées d'un des points 
d’intersection des surfaces données. 
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900. On donne les points M, (3, 4, —4), M2 (—3, 2, 4), 


Ma3(—1, —4, 4) et M, (2, 3, —3). Déterminer ceux qui se trouvent 
sur la courbe 


(z—1)° + y? + 77 = 36, 
y+z=0 


et ceux qui n'appartiennent pas à cette courbe. 
901. Trouver parmi les courbes données ci-dessous celles qui 
passent par l'origine des coordonnées : 


1) { x?+y2+z—22—0, 


y=0; 
9 FOR ES 
t+y=0; 
3 bé , 
) z—z—=0(. 


902. Trouver sur la courbe 
{ rt +y?+z?= 049, 
x?+y?+z3—4z—25 —0 
un point : 1) d’abscisse 3; 2) d'ordonnée 2; 3) de cote 8. 


903. Déterminer les courbes données par les équations 
vantes : 


z=0, z=0, y = 0, z—2=0, 
É LE L :=0; ? z=0; | 0 


sui- 


; y =V; 
- Phir bre ; y+2=0, 
) y—3—=0; z+2=0; ) z—5=0; 
2° + y +2 =), 2° + y += 49, 
" 2=0; Ÿ y=0; 
z?+y?+z=25, z'+y* +z— 20, 
10) { 0. 11) { 01" 


904. Former les équations de l'intersection du plan Ozxz et de la 
sphère de centre à l'origine des coordonnées et de rayon 3. 

905. Former les équations de l'intersection de la sphère de centre 
à l'origine des coordonnées et de rayon 5 avec un plan parallèle 


au plan Ozz et se trouvant dans le demi-espace gauche à une distance 
de deux unités de celui-ci. 
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906. Former les équation. de l’intersection du plan Oyz et de la 
sphère de centre au point C (5, —2, 1) et de rayon 13. 

907. Former les équations de l'intersection de deux sphères dont 
l’une est de rayon 6 et de centre à l’or'gine des coordonnées et l’autre 
de rayon 9 et de centre au point C (1, —2, 2). 

908. Trouver les points d’intersection de trois surfaces : 


HY + —=49, y—3—=0, z +6 = 0. 
909. Trouver les points d'intersection de trois surfaces : 
++, + +(—-2} =5, y—2—=0. 


$ 37. Equation des surfaces cylindriques dont les génératrices 
sont parallèles à l’un des axes de coordonnées 


®% 


Une équation à deux variables de la forme 
F(z, y) =0 


détermine dans un système de coordonnées de l’espace à trois dimensions une 
surface cylindrique dont les génératrices sont parallèles à l'axe Oz. Dans Île 
plan dont le système de coordonnées est donné par les axes Or ct Oy, l'équa- 
tion F (zx, y) = 0 définit une courbe, plus précisément une directrice du cylin- 
dre considéré. Mais cette courbe, dans un système de coordonnées de l’espace, 
cest donnée par deux équations: 


F(r, y)=0, 
{ z=0(. 
De même, l'équation 
F (x, z)=0 


(dans l'espace )définit une surface cylindrique dont les génératrices sont parallëe- 
les à l’axe ME l'équation F (y, z) = 0 définit une surface cylindrique à géne- 
ratrices parallèles à l'axe Or. 


910. Quelles sont les figures géométriques définies par les équa- 
tions suivantes dans un système de coordonnées de l’espace : 
2 22 , 3 2 
1)22+22=25; 2) +1; 3) F—-S=1: 
4) x°=6z; 5) x?—zy=0; 6) z°—2=0; 7) yÿ+z=Ù; 
8) x°+-4y?+4—=0; 9) z2+722=22z; 10) y+z= — 3. 
911. Trouver l'équation du cylindre dont la projection sur les 
plans 1) Ozy; 2) Oxz; 3) Oyz est le cercle 
zL(y+2Y +(z2—1)  =25, 
{ z'+y?+z1— 16. 
912. Trouver les équations des projections sur les plans Ory, 
Oxz, Oyz du cercle 


(a +1) + (y + 2) + (2—2) = 36, 
24 (y+2) + (2—1) = 25. 


Chapitre 9 


ÉQUATION DU PLAN. ÉQUATIONS DE LA DROITE. 
ÉQUATIONS DES SURFACES DU DEUXIÈME DEGRÉ 


$ 38. Equation générale du plan. Equation du plan qui passe 
par un point donné et ayant pour normale un vecteur donné 
En coordonnées cartésiennes, tout plan est défini par une équation du 


Due degré, et inversement, toute équation du premier degré définit un 
plan. 


Tout vecteur (non nul) perpendiculaire à ce plan s'appelle normale du 


plan. L'’équation 
À (z — 20) + B (y — yo) + C(z — 20) = 0 (1) 
définit un plan passant par le point Mo (ro, Yo; <o) et ayant pour normale le 


vecteur n = {4, B, C}. 
En développant les parenthèses de l'équation (1) et en désignant par D 
le nombre — Azo — Byo — C0, l'équation se met sous la forme: 


Az + By+C:+D=0. 
Cette équation est appelée équation générale du plan. 
913. Former l'équation du plan qui passe par le point 


M; (2, 1, —1) et a pour normale le vecteur nr = {1,— 2, 3}. 
914. Former l'équation du plan qui passe par l’origine des coor- 
données et a pour normale le vecteur n == {5, 0, —3}. 
915. Le point P (2, —1, —1) est le pied d’une perpendiculaire 
abaissée de l’origine des coordonnées sur un plan. Former l'équation 
de ce plan. 


916. On donne deux points M, (3, —1, 2) et M: (4, —2, —1). 
Former l'équation du plan qui passe par le point M, et est perpendi- 
culaire au vecteur M,M:. 

917. Former l'équation du plan qui passe par le point 


M; (3, 4, —5) et est parallèle aux deux vecteurs a, = {3, 1, —1)} 
et a> = {1, —2, 1}. 

918. Démontrer que l’équation du plan qui passe par le point 
M (Zo; Yo, Zo) et est parallèle aux deux vecteurs 


ay ={l, mi, 1} et a>={l, Ma, ll} 
peut être mise sous la forme suivante: 
T—Zo Y—Yo Z2—2Z 
10 ls ms n: = (. 
l M2 No 
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919. Former l'équation du plan qui passe par les points 
M: (2, _. mo M (3, 1, 2) et qui est parallèle au vecteur à = 
— So D Démontrer que l'équation du plan qui passe par les points 
Mi (Zi, Y1, Z1) et Mo (x2, Yo, 22) et est parallèle au vecteur 
a = {l,m,n} 
peut être mise sous la forme suivante: 
TT Y—Y1 2—3Z: 
To — Ty Yo—Y1 2—2|—=0. 
Î m n 


921. Former l'équation d’un plan qui passe par les trois points 
M; (3, —1, 2), M2 (4, —1, —1) et M; (2, 0, 2). 

922. Démontrer que l'équation du plan qui passe par les trois 
points: 


Mi (Zi Yo Z1)s Ma(tas Ya, 22) et Ma(xs, Ys, 23) 
peut être mise sous la forme suivante: 
T— Ti Y—UY1 Z—Z: 
T2 — Ti Y2—Yi 22:—2|—0. 
T3— Ti Ys— Ya 73 —2Z 
923. Déterminer les coordonnées d'un vecteur normal quelconque 


à chacun des plans donnés ci-dessous. Dans chacun des cas donner 
l'expression générale du vecteur normal : 


1)2z2—-y—22+5—=0; 2) x + 5y —z—=0; 
3) 3x — 2y — 7 = 0; &) 5y — 3z = 0; 
5) z+2—=0; 6) y — 3 = 0. 


924. Parmi les couples d'équations données ci-dessous déterminer 
celles qui définissent des plans parallèles : 


4) 2 — 3y + 52—-7—0, 27—3y+5z+3—0; 
2) 4 + 2y—4+5—0, 2r+y+2z—1—0; 
3) z—3z+2—= O0, 27 — 62—7—=0Q. 


925. Parmi les couples d'équations données ci-dessous déterminer. 
celles qui définissent des plans perpendiculaires : 


4) 3 —y—22:—5—0, x + Jy — 3 +2 — 0; 
2) 2 +3y—-:—3—0, z—y—2z+5—=0; 
3) 2x — 5y + z = 0, z+22—3—= 0. 
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926. Déterminer les valeurs de / et de m pour lesquelles les 
couples d'équations données ci-dessous définissent des plans paral- 
lèles : 

4) 2x + ly + 33 —5 —0, mz — 6y — 6z + 2 —0; 
2) 3z—-y+lz—9—0, 2 + my+2z:—-3—=0; 
3) mx + 3y — 2z — 1 — O0, 2x — 5y — Iz = 0. 


927. Déterminer la valeur de Z pour laquelle les couples d’équa- 
tions données ci-dessous définissent des plans perpendiculaires : 


4) 3 — 5y +lz—3—-0, r+3y+2+95—=0; 
2) 97 +y—3—2—0, 2x + ly — 3 +1 —0; 
3) 1z—2y—2z2—0, Ir+y—3z—1—-0O. 
928. Déterminer les angles dièdres formés par l'intersection des 
couples de plans données ci-dessous : 
1) z—yV2 £Lz—1—=0, z+yV2—2+3—0; 
2) 3y—-z = 0, 2y+z—=0; 
3) 6z+ 3y—2z=0, z—+2y+62—12—0; 
4) r+2y+2:—3 =0, 167z+12y—15z—1—0. 
929. Former l’équation du plan qui passe par l’origine des coor- 
données et qui est parallèle au plan 5z — 3y + 2z — 3 — 0. 
930. Former l’équation du plan qui passe par le point 
M, (3, —2, —7) et qui est parallèle au plan 2r — 3z + 5 = 0. 


931. Former l’équation du plan qui passe par l’origine des coor- 
données et qui est perpendiculaire aux plans 


22 —y+3z—1—0, z+2y + z = 0. 
932. Former l'équation du plan qui passe par le point 
M: (2, —1, 1) et qui est perpendiculaire aux plans 
2 — z2+1—0, y—0. 
933. Démontrer que l'équation du plan qui passe par le poirt 
Mo (Zos Yo: Zo) et qui est perpendiculaire aux plans 
Az + Biy + Ciz + Di = 0, Az + Boy + Coz ++ D: = 
peut être mise sous la forme 
T—Zo Y—Yo 2—20 


A; B; C = 0. 
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934. Former l'équation du plan qui passe par les deux points 
M; (4, —1, —2) et M: (3, 1, 1) et qui est perpendiculaire au plan 


z—2y+3z—5—=0C. 


935. Démontrer que l'équation du plan qui passe par les points 
Mi (Zi, Vas 2) et Mo (t2, Y2, 22) et qui est perpendiculaire au plan 


Az + By+Cz+D=0 


peut être mise sous la forme 


TL, Y—Y1 Z—32: 
T2—Ty Y2—Y 22—4|—=0. 
A B C 


936. Montrer que trois plans æ — 2y + z — 7 — Q, 2x + y — 
—Zg+2—=0, x — 3y + 2z — 11 — O0 ont un point commun et 
calculer ses coordonnées. 

937. Démontrer que trois plans 7x + 4y + 72 + 1 == 0, 2x — 
— y—2+2—=0, x -; 2y + 3: — 1 — O0 passent par une même 
droite. 

938. Démontrer que trois plans 2x — y + 3z—5 = 0, 3x + 
+ y + 22 — 14 = 0, 4x + 3y + z + 2 = 0 se coupent suivant trois 
droites parallèles différentes. 

939. Déterminer les valeurs de a et b de manière que les plans 
2x — y + 32 — 1 = 0,7 + 2y — z + b=0, x + ay — 6z + 10— 
0: 

1) possèdent un point commun; 

2) passent par une même droite; 

3) se coupent suivant trois droites parallèles différentes. 


$ 39. Equations incomplètes du plan. 
Equation d’un plan en fonction des coordonnées à l’origine 


Toute équation du premier degré 
Az +By+C:+D=0 


(en coordonnées cartésiennes) définit un plan. Si dans cette équation le terme 
constant est absent (D = 0), le plan pass par l'origine des axes. S’il manque 
un terme contenant l'une des coordonnées courantes (c’est-à-dire si l’un des 
coefficients À, B, C est égal à zéro), le plan est parallèle à l’un des axes de 
coordonnées, précisément à l’axe dont la coordonnée est absente; si, en outre, 
le terme constant est absent, le plan passe par l'axe considéré. Si dans l'équa- 
tion deux termes contenant des coordonnées courantes sont absents (deux des 
coefficients À, B, C quelconques sont nuls), le plan est parallèle à l'un des plans 
de coordonnées, plus précisément, le plan passe par les axes dont les coordon- 
nées sont absentes: si, en outre, le terme constant est absent, le plan coïncide 
avec le plan de coordonnées considéré. 
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Si dans l'équation du plan 
Az+By+Cz:+D=0 


aucun des coefficients À, B, C, D n’est nul, l'équation peut être mise sous la 
forme 


++ <=t, (1) 


où 


sont les valeurs des segments découpés par le plan sur les axes de coordonnées 
(ane chacun à partir de l'origine des coordonnées). L'équation (1) est 
ite équation du plan en fonction des coordonnées à l’origine. 


940. Former l'équation du plan qui passe: 

1) par le point M, (2, —3, 3) et qui est parallèle au plan Oxry; 

2) par le point M, (1, —2, 4) et qui est parallèle au plan Oxz; 

3) par le point M; (—5, 2, —1) et qui est parallèle au plan Oyz. 

941. Former l'équation du plan qui passe: 

1) par l,axe Ozx et le point M, (4, —1, 2); 

2) par l,axe Oy et le point M: (1, 4, —3); 

3) par l,axe Oz et le point M; (3, —4, 7). 

942. Former l'équation du plan qui passe: 

1) par les points M, (7, 2, —3) et M, (5, 6, —4) et qui est 
parallèle à l’axe Oz; | 

2) par les points P, (2, —1, 1) et P; (3, 1, 2) et qui est parallè- 
le à l’axe Oy:; 

3) par les points @, (3, —2, 5) et Q: (2, 3, 1) et qui est parallè- 
le à l’axe Oz. 

943. Calculer les points d’intersection du plan 2r — 3y — 4z — 
— 24 — 0 avec les axes de coordonnées. 

944. On donne l'équation du plan x -- 2y — 3z — 6 = 0. Trou- 
ver son équation en fonction des coordonnées à l’origine. 

945. Trouver les segments que le plan 3x — 4y — 24z + 12 = 0 
découpe sur les axes de coordonnées. 

946. Calculer l'aire du triangle que le plan 5x — 6y + 3z + 
-L 120 — 0 découpe dans le trièdre des coordonnées Ozxy. 

947. Calculer le volume de la pyramide délimitée par le plan 
2x — 3y + 6z — 12 = 9 et les plans de coordonnées. 

948. Un plan passe par le point M, (6, —10, 1) et découpe sur 
l'axe des abscisses un segment de grandeur a — — 3 et sur l'axe 
des cotes un segment de grandeur c — 2. Former l'équation de ce 
plan en fonction des coordonnées à l’origine. 

949. Un plan passe par les points M, (1, 2, —1), M2 (—3, 2, 1) 
et découpe sur l'axe des ordonnées un segment de grandeur b = 3. 
Donner l'équation de ce plan en fonction des coordonnées à l’origine. 
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950. Former l'équation du plan qui passe par le point 
M: (2, —3, —4) et qui découpe sur les axes de coordonnées des 
segments d’égale grandeur différente de zéro (on suppose que chaque 
segment a pour origine l’origine des coordonnées). 

951. Former l'équation du plan qui passe par les points 
Ms (—1, 4, —1), M: (—13, 2, —10) et qui découpe sur les axes 
ss abscisses et des cotes des segments d’égale grandeur différente 
e zéro. 

952. Former les équations des plans qui passent par le point 
M: (4, 3, 2) et qui découpent sur les axes de coordonnées des seg- 
ments d'’égale grandeur différente de zéro. 

953. Former l'équation du plan qui découpe sur l'axe Oz un 
segment de grandeur c — — 5 et qui est perpendiculaire au vecteur 


n = {—2. 1, 3}. 


954. Former l'équation d’un plan parallèle au vecteur ! — 
= {2, 1, —1} et qui découpe sur les axes Ox et Oy des segments 
de grandeurs a = 3, b = — 2 

955. Former l'équation du plan perpendiculaire au plan 2r — 
— 2y + 4z — 5 — O0 et qui découpe sur les axes Oz et Oy des 


) 


segments de grandeurs a — — 2, b — 3. 


$ 40. Equation normale du plan. 
Distance d’un point à un plan 


On appelle équation normale du plan l'équation 
z cos & + y cos B + z cos y — p = 0, (1) 


dans laquelle cos &, cos B, cos y sont les cosinus directeurs de la normale du 
plan, p est la distance du plan à l'origine des coordonnées. Pour calculer les 
cosinus directeurs de la normale, on convient que la normale est dirigée de 
l’origine des coordonnées vers le plan (si le plan passe par l’origine, le choix 
du sens positif de la normale n'intervient pas). 
Soit M* un point quelconque de l'espace et d sa distance à un plan donné. 
L'écart 6 du point M* du plan considéré est la quantité + d, si M* et l’ori- 
ine des coordonnées se trouvent de différents côtés du plan, et —d, s'ils sont 
’un même côté (si M* se trouve sur le plan, l'écart est égal à zéro). 
Si le point M* est donné par les coordonnées z*, y*, z* et le plan par 
l'équation normale 


zcosæ + y cos B + z cos y — p = 0, 
l'écart du point #* au plan est donné par la formule 
Ô = z° cos a + y* cos B + z° cos y — p. 


On voit que d = | 6 |. 
Pour ramener l'équation générale du plan 


Az+By+Cz+D=0 
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à la forme normale (1), il suffit de la multiplier par le facteur constant donné 
par la formule : 

1 
VAR IC 


On affecte ce facteur du signe contraire à celui du terme constant de l'équation 
à normaliser. 


h=Æ+Æ 


956. Parmi les équations des plans données ci-dessous, dire 
celles qui sont normales: 


1) +z—Sy—£z—5=0; 2) £xt+y—+z—3—0; 
3) Êz—Ey+z+5=0; 4) —Êr+ Sy LS: 50; 
à) Lz—<:—3=0; 6) —y+Sz+1=0; 

= 5 12 4 3 

9) z—1—0; 10) y+2=0; 

11) —y—2=0 ; 142) z—5—=0. 


957. Ramener chacune des équations des plans données ci-dessous 
à la forme normale: 


1)  2r—2y+z—18—0; 2) Sr y+L£z+3 0; 
3)  4z—6y—12z—11—0; 4) —4xz—4y+2z2+1—=0; 


2) 9y— 12: +26 =0; 6) Sz—4y—1—=0; 
5)  y+2=0; 8) —r+5=0; 
9) —z+3=0; 10)  2z—1—0. 


958. Pour chaque plan donné ci-dessous calculer les angles 
a, B et y, formés par la normale et les axes de coordonnées, ainsi 
que sa distance p à l’origine des coordonnées: 


1) z+yV2+2—10=0; 2) z—y—:V 2+16—0; 
3) z+z—6=0; 4) y—z+2=0; 5) zV3+y+10=0; 
6) z—2—0; 7) 25+1—0; 8) 2y+1—0; 
9) z—2y+2:—6—0; 10) 2z2+3y—6:+4—0. 


959. Calculer l'écart 6 et la distance d d’un point à un plan dans 
chacun des cas suivants: 


2) M2(2, —1, —1), 167 — 12y + 15z — 4 = 0: 
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3) M3 (1, 2, —3), O7 — 3y+z+4—=0; 
4) M4 (3, —6, 7), 4x — 3z — 1 = 0; 
5) Ms (9, 2, —2), A2y — 52 +5 = 0. 


960. Calculer la distance d du point P (—1, 1, —2) au plan qui 
passe par les trois points M1 (1, —1, 1), M: (—2, 1, 3) et 
M3 (4, —5, —2). 

961. Dire si le point Q (2, —1, 1) et l’origine des coordonnées 
sont de part et d'autre ou d’un même côté des plans suivants: 


1) 5x — 3y +z2—18—0; 2) 2x + 7y + 3z + 1 = 0; 
3) z + 5y + 122—1—0; 4) 2 — y +z+11 = 0; 
5) 2x + 3y—62+2—0; 6) 3x — 2y + 22 — 7 = 0. 


962. Démontrer que le plan 3r — 4y — 2z +-5 — 0 coupe le 
segment limité par les points M, (3, —2, 1) et M, (—2, 5, 2). 

963. Démontrer que le plan 5x — 2y + z — 1 — 0 ne coupe pas 
le segment limité par les points M, (1, 4, —3) et M, (2, 5, 0). 

964. Calculer la distance de chaque couple de plans parallèles 
donnés ci-dessous : 


1)z—2y—2z2—12—0, 2) 2x — 3y + 6z — 14 = 0, 
z—2y—2z2—6—0; 4x — Gy + 12z + 21 = 0; 
3) 2 —y+2z2+9—0, 4) 167 + 12y — 15: + 50 = O0, 
4x — 2y + &z — 21 = 0; 16 + 12y — 152 + 25 = 0: 


5) 307 — 32y + 24z — 75 — 0, 6) Gr — 18y — 9z — 28 = O0, 
15xz — 16y + 12z — 25 — 0; 4x — 12y — 62 — 7 = 0. 
965. Deux faces d’un cube coïncident avec les plans 

22 —2y+z2-1—0, 2x — 2y - z2+5—=0. 


Calculer son volume. 

966. Trouver sur l’axe Oy un point qui se trouve à la distance 
d — 4 du plan zx + 2y — 2: —2 = 0. 

967. Trouver sur l'axe Oz un point équidistant du point 
M (1, —2, 0) et du plan 3x — 2y + 62 — 9 = OC. 

968. Trouver sur l’axe Ox un point équidistant des plans 


12x — 16y + 15z + 1 — 0, 2x + 2y — z— 1 = 0. 


969. Former l'équation du lieu géométrique des points d'écart 
2 par rapport au plan 4x — 4y — 2: + 3 = 0. 

970. Former l'équation du lieu géométrique des points d’écart 
—3 par rapport au plan 6x + 3y + 2z — 10 = 0. 
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971. Former les équations des plans parallèles au plan 2r — 
— 2y — z — 3 — 0 et qui se trouvent à la distance d — 5 de ce 
plan. 

972. Former l'équation du lieu géométrique des points équi- 
distants des plans parallèles donnés ci-dessous : 


1)4x—y—22—-3—0, 2) 3x + 2y—2z+3— 0, 
4x — y— 23 — 5 = 0: 3x -+ 2y — z — 1 — 0; 
3) 9x — 3y + z +3 = 0, 
107 — 6y + 2: + 7 = 0. 


973. Former les équations des plans qui partagent les dièdres 
formés par les plans sécants donnés ci-dessous en deux parties égales : 


1)z— 3y+2z2—5—0, 2) 5x — 5y — 2z — 3 = 0, 
St — 2 —z2+3—0; z + Ty — 223 + 1 = 0; 
3) 2 —y+5z+3— O0, 
2x — 10y + 4z — 2 = 0. 
974. Dire si le point M (2, —1, 3) et l’origine des coordonnées 
font partie d’un même dièdre, de deux dièdres adjacents ou de deux 


dièdres opposés par le sommet, formés par l’intersection des plans 
donnés ci-dessous : 


4)22— y+3z—5—0, 2) 2x + 3y — 5z — 15—0, 
3x + 2y —2+3— 0; Oz — y — 3z — 7 =; 
3) z+5y—z+1—= 0, 
2x + 17y +z+2—= 0. 
975. Déterminer si les points M (2, —1, 1) et NV (1, 2, —3) 
font partie d'un même dièdre, de deux dièdres adjacents ou de deux 


dièdres opposés par le sommet, formés par l'intersection des plans 
donnés ci-dessous : 


1) 3 —-y+22—-3—0, 2)2—-y+s5z—1—=0, 
z—2y—2+4—=0; 3x — 2y + 62 — 1 = 0. 


976. Dire si l’origine des coordonnées se trouve à l’intérieur de 
l'angle aigu ou de l’angle obtus défini par les plans z — 2y + 3z — 
— 5=0 et 2 —-y—-27+3—0. 

977. Dire si le point M (3, 2, —1) se trouve à l'intérieur de: 
l'angle aigu ou de l'angle obtus défini par les plans 5r — y + z + 
+ 3—0et 4r — 3y + 2: +5 = 0. 
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978. Former l'équation du plan qui partage en deux parties 

égales celui des dièdres formé par les plans 
2x — 14y + 6: — 1 —0, 3x + 5y — 52 +3 — O0, 
qui contient l’origine des coordonnées. 

979. Former l'équation du plan qui partage en deux parties 
égales le dièdre formé par les plans 2r — y + 2: — 3 — 0, 3r + 
+ 2y — 6z — 1 — 0 qui contient le point M (1, 2, —3). 

980. Former l'équation du plan qui partage en deux parties 
égales le dièdre aigu formé par les plans 2r — 3y — 4z — 3 — Oet 
4x — 3y — 2: — 3 = (0. 

981. Former l'équation du plan qui partage en deux parties 
égales le dièdre obtus formé par les plans 3x — 4y — z 5 5 — 0 
et 4x — 3y + z + 5 = (. 


$ 41. Equations de la droite 


La droite, considérée comme l'intersection de deux plans, est définie par 
le système d’équations du premier degré: 
Az + Biy+Ciz+ Di —0, (1) 
D ni 
à la condition que les coefficients À,, B1, C1 de la première éq'iation ne soient 
pas proportionnels aux coefficients A2, B>, C2 de la seconde équation (dans le 
cas contraire ces équations définissent des plans parallèles ou confondus). 
Soit a une droite définie par le système (1) et soient & et B deux nombres 
quelconques non nuls simultanément, alors l'équation 
À a (Az + Bay + Ciz + Di) + B (Azz + B2y + C2z + D2) = 0 (2) 
définit le plan qui passe par la droite a. 
L'équation de la forme (2) (pour un choix judicieux des quantités &, fi) 
définit tout plan passant par la droite a. 
On appelle faisceau de plans l'ensemble des plans passant par une même 
droite. Une équation de la forme (2) s'appelle équation d'un faisceau de plans. 


Si & = 0, alors en posant 2 À, on peut ramener l'équation (2) à la forme 


A2 + Bay + Css + Di + À (Azz + Bay + Caz + Die) = 0. (3) 
Sous cette forme l'équation d'un faisceau de plans est plus pratique que 
sous la forme (2); toutefois, l'équation (3) permet de définir tous les plans du 
faisceau sauf celui auquel correspond & = 0, c’est-à-dire le plan 4 2x + Boy + 
+ C2z + D: = 0. 
982. Former les équations des droites obtenues par l'intersection 
du plan 5x — 7y + 2z — 3 — 0 avec les plans de coordonnées. 
983. Former les équations de la droite obtenue par l'intersection 
du plan 3x — y — 7z + 9 — 0 avec le plan qui passe par l’axe Oz 
et le point ÆE (3, 2, —5). 
984. Trouver les points d’intersection de la droite 
2 +y—:—3—0, 
{ z+y+z—-1—0 


avec les plans de coordonnées. 
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985. Démontrer que la droite 


{ 2z—3y+5z—6—0, 
z+oy—7z+10 —0 
coupe l’axe Oy. 

986. Déterminer la valeur de D pour que la droite 


2z+3y—2+ D=0, 
ln Die 46 


coupe : 1) l'axe Oz; 2) l'axe Oy; 3) l’axe Oz. 
987. Trouver les conditions auxquelles doivent satisfaire les 
coefficints des équations de la droite 


Fa dir 
At + Boy + C22 + Di=0 


pour qu'elle soit parallèle à : 1) l’axe Oz; 2) l'axe Oy ; 3) l'axe Oz. 
988. Trouver les conditions auxquelles doivent satisfaire les 
coefficients des équations de la droite 


pros Biy +Ciz+ Di =0, 
A2t + Boy + Coz + De =0 


pour qu'elle coupe: 1) l’axe des abscisses ; 2) l'axe des ordonnées : 
3) l'axe des cotes; pour qu’elle coïncide avec : 4) l’axe des abscisses : 
5) l’axe des ordonnées; 6) l’axe des cotes. 

989. Trouver dans le faisceau de plans 


2x — 3y+z—-3+A(z + 3y + 2 +1) — 0 


un plan qui: 1) passe par le point M,(1, —2, 3); 2) est parallèle 
à l’axe Oz; 3) est parallèle à l’axe Oy; 4) est parallèle à l’axe Oz. 

990. Former l'équation du plan qui passe par la droite obtenue 
par l'intersection des plans 3z — y + 2z+9—0,rz+z—3—0 
et 4) par le point M, (4, —2, —3); 2) parallèle à l’axe Oz; 3) paral- 
lèle à l’axe Oy; 4) parallèle à l'axe Oz. 

991. Former l’équation du plan qui passe par la droite obtenue 
comme intersection des plans 2x — y + 3z — 5 — 0, x + 2y — 


— z +2 = 0 et qui est parallèle au vecteur L — {2, —1, —2}. 
992. Former l’équation du plan qui passe par la droite obtenue 
par l'intersection des plans 5x — 2y — z — 3 — O0 et x + 3y — 
— 23 + 5 = 0 et qui est parallèle au vecteur Z — {7, 9, 17}. 
993. Former l’équation du plan qui passe par la droite obtenue 
par l’intersection .es plans 3x — 2y + z — 3 = 0 et x — 2z — 0 
et qui est perpen ‘culaire au plan z — 2y + z + 5 = 0. 


158 ch. 9. Equation du plan. Equations de la droite [994-1002 


994. Former l’équation du plan qui passe par la droite 
Oz —y—2z—3—0, 
3z—2y—52+2—=0 
et qui est perpendiculaire au plan z + 19y — 7z — 11 = 0. 

995. Former l'équation du plan qui passe par la droite obtenue 
par l'intersection des plans 2x + y — z + 1 = O et x + y + 2z + 
+ 1 = 0 et qui est parallèle au segment défini par les points 
M; (2, ©, —3) et M: (3, —2, 2). 

996. Donner l'équation d’un plan du faisceau 


@ (3x — 4y + 2 + 6) + B (2x — 3y + z +2) = 0 
équidistant des points M, (3, —4, —6) et M; (1, 2, 2). 
997. Dire si le plan 
4x — 8y + 17z:—8—=0 
appartient au faisceau 
@ (5x — y + 4z — 1) + B (2x + 2y — 3z + 2) = 0. 
998.. Dire si le plan 
OZ — Jy — 2z + 12 — 0 
appartient au faisceau 
@ (2x — 3y + z— 5) + B(z — 2y — z — 7) = 0. 
999. Déterminer les valeurs de / et de m pour que le plan 
5x + ly + 4z + m = 0 
appartienne au faisceau 
@ (3x — Ty + z— 3) + B (x — Jy — 2z + 5) = 0. 
1000. Former l'équation du plan appartenant au faisceau 
@ (z — 3y + 7z + 36) + B (2x + y — z — 15) = 0 


et se trouvant à la distance p — 3 de l’origine des coordonnées. 
1001. Former l’équation du plan appartenant au faisceau 


a (10x — 8y — 15z + 56) + B (4x + y + 3z — 1) = 0 


et se trouvant à la distance d = 7 du point C (3, —2, —3). 
1002. Former l'équation du plan qui appartient au faisceau 


a (4x + 13y — 2z — 60) + B (4x + 3y + 3z — 30) = 0 


et qui découpe dans l’angle des coordonnées Ozxy un triangle d’aire 
égale à 6 unités de surface. 
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1003. Former les équations des plans dont les projections sur 
les plans de coordonnées sont représentées par la droite 


2z—y+2z—3—0, 
zx 2y—z—41—0. 
1004. Former les équations des projections sur les plans de 
coordonnées de la droite 
rater 
27—y+z+2—0. 
1005. Former l'équation du plan dont la projection sur le plan 
z -2y-+-3z2—5--0 est représentée par la droite 
3x +2y—z—1—=0, 
hPa 
sur ce plan. 
1006. Former les équations de la projection de la droite 
5x — 4y—2z—5—0, 
{ z+2z—2—0 
sur le plan 
2z—y+z—1—-0. 


$ 42. Vecteur directeur de la droite. 
Equations canoniques de la droite. 
Equations paramétriques de la droite 


Tout vecteur, différent de zéro, porté par une droite donnée ou parallèle 
à cette droite, est appelé vecteur directeur de cette droite. 


Nous notons par a le vecteur directeur d'une droite quelconque et par I, 
m, n ses coordonnées : 


a = {l, m, nn}. 


Si on connaît un point Mo(xo; Yo: Zo) de la droite et son vecteur direc- 


teur a —{l, m,n}, cette droite peut être donnée par des (deux) équations 
de la forme: 


T—2Z) __Y—Y0 __Z—2Z (1) 


Sous cette forme, les équations de la droite sont dites canoniques. 
Les équations canoniques d’une droite qui passe par deux points donnés 
Mazis Ya, 21) et Ma2(z2, y2, 22) sont de la forme: 


Z2— T1 Y2— V1 Z2— 21 


160 ch. 9. Equation du plan. Equations de La droite [1007-1011 


Désignons par { la valeur commune des rapports des équations canoni- 
ques (1), il vient: 


d’où 
z= z0+ lt, 
y=yo+ml, (3) 


Ce sont les équations paramétriques de la droite qui passe par le point 


Mo (Zo: Yo» 20) dans la direction du vecteur a = {!, m, n}. Dans les équations 
(3), t est considéré comme un paramètre quelconque qui varie et x, y, z des 
fonctions de t; quand t varie, x, y, z varient de manière que le point M (x, y, 2) 
se déplace sur la droite donnée. 

Si on suppose que le paramètre t est une variable du temps et les équations 
(3) celles du mouvement du point M, alors les équations (3) définissent le 
mouvement rectiligne uniforme du point M. Pour t = 0, le point M coïncide 
avec Mo. La vitesse v du point M est constante et est donnée par la formule 


v= Vl34-m2+n2. 
1007. Former les équations canoniques de la droite qui passe 
par le point M, (2, 0, —3) et qui est parallèle 
1) au vecteur a = 12, —3, 5): 
2) à Iadroite == 1 T2. +. 
3) à l’axe Oz; 
4) à l'axe Oy; 
5) à l'axe Oz. 


1008. Former les équations canoniques de la droite qui passe 
par les points donnés: 


1) (1, —2, 1), (3, 1, —1); 2) (3, —1, 0), (1, 0, —3); 

3) (0, —2, 3), (3, —2, 1); 4) (1, 2, —4), (—1, 2, —4). 

1009. Former les équations paramétriques de la droite qui passe 
par le point M, (1, —1, —3) et qui est parallèle 

4) au vecteur a ={2, — 3, 4}; 

2) à la droite — — 2 = — : 

3) à la droite x = 3 — 1, y— —2t+3, z — 5t + 2. 

1010. Former les équations paramétriques de la droite qui passe 
par les points donnés: 

1) (3, —1, 2), (2, 1, 1); 2) (1, 1, —2), (3, —1, 0); 
3) (0, 0, 1), (0, 1, —2). 


1011. On mène par les points M, (—6, 6, —5) et M, (12, —6, 1) 
une droite. Trouver les points d’intersection de cette droite avec 
les plans de coordonnées, 
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1012. On donne les sommets À (3, 6, —7), B (—5, 2, 3) et 
C (4, —7, —2) d’un triangle. Former les équations paramétriques 
de la médiane menée par le sommet C. 

1013. On donne les sommets À (3, —1, —1), B (1, 2, —7) et 
C (—5, 14, —3) d’un triangle. Former les équations canoniques 
de la bissectrice de l’angle intérieur du sommet B. 

1014. On donne les sommets À (2, —1, —3), B (5, 2, —7) et 
C (—7, 11, 6) d’un triangle. Former les équations canoniques de la 
bissectrice de l’angle extérieur du sommet À. 

1015. On donne les sommets À (1, —2, —4), B (3, 1, —3) et 
C (5, 1, —7) d'un triangle. Former les équations paramétriques 
de la hauteur abaissée du sommet B sur le côté opposé. 

1016. On donne la droite 


27—5y+z—3—=0, 
{ z+2y—2z+2—0. 


Calculer les projections sur les axes de coordonnées d'un vecteur 


directeur quelconque a de cette droite. Trouver l'expression générale 
des projections sur les axes d’un vecteur directeur quelconque de la 
droite. 

1017. On donne la droite 


2z2—y+3z+1—=0, 
{ 3r+y—z—2—0. 


Développer par rapport à la base ë, j, k un des vecteurs direc- 
teurs a de cette droite. Exprimer sous forme générale la décom- 


position par rapport à la base à, 5, k d'un vecteur directeur 
quelconque de cette droite. 
1018. Former les équations canoniques d’une droite qui passe 
par le point M, (2, 3, —5) et qui est parallèle à la droite 
Papa 
z+3y—2z2+3—0. 


1019. Former les équations canoniques des droites : 


4) z—2y+3z—4—0, 2) 5z+y+z=0, 
Far Ps 
3) xz—2y+3z+1—=0, 
ps y—4z—8=0. 
[1— 2560 
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1020. Former les équations paramétriques des droites : 
1) 2z+3y—z—4—0, 2) (x+2y--z2—6—0. 
3z—5y+2z+1—0; Fan therer 
1021. Démontrer que les droites suivantes sont parallèles : 
gi 5 z+y—z—=0, 
1) 3 2 À PRE 
z<3y+z-2=0, 
2) z=2t+9, y——t+2, z=1t—7 et PP 


3) (z+y—3z+1—0, z+2y—5z—1—=0, 
{ z—y+z+3—0 ss 
1022. Démontrer que les droites suivantes sont perpendiculaires : 
1) CA me a 3z+y—5z+1—0, 
— 2x + 3y—8z -3—0; 
| 2z+y—4z+2—0, 
2) z—=2t+1, y—3t—2, z— —6t+1 et hp 
3) z+y—3z2—1—0, 2z+y—+2z+5—0, 
ee ii Foi ati 


1023. Calculer l'angle aigu formé par les droites : 
z—3 __y+2 _z z+2 __y—3 _ 2+5 
1 —1 "V2! LL V3: 
1024. Calculer l’angle obtus formé par les droites : 
xz=3t—2, y=0, z= —t+3; 
z—2t—À, y ==0, z=t—3. 
1025. Calculer le cosinus de l’angle formé par les droites: 
{ z—y—4z2—5—0, z—0y—6z2+2-=0, 
2z2+y—2z2—4—0; |2z+2y+9z—1—0. 
1026. Démontrer que les droites données par les équations 
paramétriques z—2t—3, y—3t—2, z2——4t+6 et z=t+5, 
— —4t—1, z2—t—4 se coupent. 
1027. On donne les droites 


Pour quelle valeur de Z se coupent-elles ? 
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1028. Démontrer que la condition pour que les droites 


l m! n LD. Ma M2 
appartiennent au même plan peut s’écrire sous la forme: 
Gp— ai be—b c2—c: 
l, m. rm, |—0. 


l ma Te 
1029. Former les équations de la droite qui passe par le point 
M,(—1, 2, —3), qui est perpendiculaire au vecteur a = {6, —2, —3)} 
et qui coupe la droite 
x—1 y +1 z—3 
3 2 —5 
1030. Former les équations de la droite qui passe par le point 
M,(—4, —5, 3) et coupe les droites 
T+1 _y+3 _ z—2 z—2 __y+1i __ z—1 


3  —2 —1 ” A 
1031. Former les équations paramétriques de la perpendiculaire 
commune aux droites données par les équations 


z=H—7, y——2t+4, 2 —3t+4 


et 
z=t+i, y—=2t—9, z— — 1 — 12. 


1032. On donne les équations x — 3 — 4t, y = 5 + 3t, z — 
— — 2 + 12t du mouvement d’un point M (x, y, z). Calculer sa 
vitesse v. 

1033. On donne les équations zx = 5 — 24, y — — 3 -- 2t, z — 
— D — t du mouvement d’un point M (x, y, z). Calculer la distance 
d franchie par le point dans l'intervalle de temps t#, = 0, t: = 7. 

1034. Former les équations du mouvement d’un point 
M (zx, y, z) qui, occupant initialement la position M, (3, —1, —5), 
se déplace d’un mouvement rectiligne uniforme dans le sens du 


vecteur s — {—2, 6, 3} à la vitesse v — 21. 

1035. Former les équations du mouvement d’un point M (zx, y, 2) 
qui, se déplaçant d’un mouvement rectiligne uniforme, fran- 
chit la distance qui sépare le point M; (—7, 12, 5) du point 
M: (9, —4, —3) dans l'intervalle de temps #; = O0, t> = 4. 

1036. Le point M (x, y, z) se déplace d’un mouvement rectiligne 
uniforme à partir de la position initiale M, (20, —18, —32) en 


sens contraire au vecteur $ — {3, —4, —12} à la vitesse v — 26. 
Former les équations du mouvement du point M et déterminer le 
point avec lequel il coïncidera à l'instant { — 3. 
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1037. Les points M (x, y, z) et N (x, y, z) se déplacent d’un 
mouvement rectiligne uniforme : le premier de la position initiale 


Mo (—5, 4, —5) à la vitesse vy — 14 dans le sens du vecteur s — 
= {3, —6, 2}; le second, de la position initiale V, (—5, 16, —6) 


à la vitesse un — 13 dans le sens opposé à celui du vecteur r — 
— {—4, 12, —3}. Former les équations du mouvement des deux 
points et, après avoir vérifié que leurs trajectoires se coupent, 
trouver : 
1) le point P d'intersection ; 
2) le temps nécessaire pour que le point M passe de M, en P: 
3) le temps nécessaire pour que le point N passe de NW, en P; 
4) la longueur des segments M,P et N,P. 


$ 43. Problèmes mixtes sur l'équation du plan 
et les équations de la droite 


1038. Démontrer que la droite 
z=3—2, y— —4t+1, z=4t—5 


est parallèle au plan 4x — 3y — 6z — 5 = 0. 
1039. Démontrer que la droite 


Pan 
27—y—z—1—0 


appartient au plan 4x — 3y + 7z — 7 = (0. 
1040. Trouver l'intersection de la droite et du plan pour les 
cas suivants: 


1 —2 6 
2) EHÊ LILI, 2—2y+3—15—0; 
3) +2 _ 1 LS, z+2y—272+6—0. 


1041. Former les équations canoniques de la droite qui passe 
par le point M, (2, —4, —1) et par le milieu du segment de droite 
3x + 4y + 5z — 26 = 0, 

RL 
compris entre les plans 
5x + 3y — 4z + 11 = 0, 9x + 7 — 42 — 41 = 0. 
1042. Former l'équation de la droite qui passe par le point 
Mo (2, —3, —5) et qui est perpendiculaire au plan 6 — 3y — 


— DZ = UV. 
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1043. Former l'équation du plan qui passe par le point 
Mo (1, —1, —1) et qui est perpendiculaire à la droite 


1044. Former l'équation du plan qui passe par le point 
Mo(i, —2, 1) et qui est perpendiculaire à la droite 
essaie: 
z+y—z+2=0. 
1045. Pour quelle valeur de m la droite 


est parallèle au plan 
z—3y+6z+7—0? 
1046. Pour quelle valeur de C la droite 
3z—2y+z+3—0, 
FFapahe Re: 
est parallèle au plan 
2x — y + Cz— 2 = 0? 
1047. Pour quelles valeurs de À et de D Ia droite 
z—3+4t, y=1—4t, z2= —3+t 
appartient au plan 
Az + 2y — 4z + D = 0? 
1048. Pour quelles valeurs de À et de B le plan 
Az + By+3—5—-0 
est perpendiculaire à la droite 
z—3+2t, y—=5—3t,, z— —2— 021? 
1049. Pour quelles valeurs de Z et de C la droite 


est perpendiculaire au plan 
Sz—2y+Cz+1—=0? 


1050. Trouver la projection du point P(2, —1, 3) sur la droite 
z=3t, y—=5t—7, z2—=2t+2. 
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1051. Trouver le point Q symétrique du point P(4, 1, 6) par 
rapport à la droite 


5222 
2z+y—2z213—0. 


1052. Trouver le point Q symétrique du point P (2, —5, 7?) 
par rapport à la droite qui passe par les points M, (5, 4, 6) et 
M3 (—2, —17, —8). 

1053. Trouver la projection du point P (5, 2, —1) sur le plan 

2x — y + 3z + 23 = 0. 


1054. Trouver le point Q@ symétrique du point P (1, 3, —4) 
par rapport au plan 


ST + y — 22 = (0. 


1055. Trouver sur le plan Oxy un point P tel que la somme de 
ses distances aux points À (—1, 2, 5) et B (11, —16, 10) soit 
minimum. 

1056. Trouver sur le plan Orz un point P tel que la différence 
de ses distances aux points M (3, 2, —5) et M: (8, —4, —13) 
soit maximum. 

1057. Trouver sur le plan 


2x — 3y + 3z — 17 — 0 


un point P tel que la somme de ses distances aux points À (3, —4, 7) 
et B (—5, —14, 17) soit minimum. 
1058. Trouver sur le plan 


un point P tel que la différence de ses distances aux points 
M, (5, 2, —7) et M32(7, —25, 10) soit maximum. 

1059. Un point M (x, y, z) se déplace d’un mouvement rectiligne 
uniforme à partir de la position initiale M, (15, —24, —16) à la 


vitesse v — 12 et dans le sens du vecteur s = {—2, 2, 1}. Après 
avoir vérifié que la trajectoire du point M coupe le plan 3x + 
+ 4y + 7z — 17 — 0, trouver: 

1) le point P d'intersection; 

2) le temps qu’il faut pour que M se déplace de M, à P; 

3) la longueur du segment M,P. 

1060. Un point M (x, y, z) se déplace d’un mouvement rectiligne 
uniforme à partir de la position initiale M, (28, —30, —27) à la 
vitesse v — 12,5 le long de la perpendiculaire abaissée du point 
M, sur le plan 15r — 16y — 12z + 26 = 0. Former les équations 
de la trajectoire du point M et trouver: 

1) le point P d’intersection de la trajectoire et du plan; 
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2) le temps qu'il faut pour que M se déplace de M, à P; 

3) la longueur du segment M,P. 

1061. Un point M (x, y, z) se déplace d'un mouvement recti- 
ligne uniforme à partir de la position initiale M, (11, —21, 20) 
à la vitesse v — 12 et dans le sens du vecteur s — {—1, 2, —2}. 
Trouver le temps qu’il faut pour que le point M franchisse le seg- 
ment de sa trajectoire compris entre les plans parallèles 


27 + 3y + 5: — 41 — 0, 2x + 3y + 5z + 31 = 0. 
1062. Calculer la distance d du point P (1, —1, —2) à la droite 


2) z=t+i, y—=t+2, z—=4t+13; 
27z—2y+z+3—=0, 
) Peer 
1064. Après avoir vérifié que les droites 
vase +7 _y—5  :—9 
z—y—17—22 —0, 3 1 4. 
sont parallèles, calculer leur distance d. 


1065. Former l'équation du plan qui passe par le point 
M (4, 2, —3) et qui est parallèle aux droites 


Z—Â _y+1 _ :—7 Z+9 __y—2 __ 2+3 
D D 7 3 2 À 
1066. Démontrer que l'équation du plan qui passe par le point 
Mo(Zo: Yo Zo) et qui est parallèle aux droites 
Z—A@j _Yy—by z—c; T—@> _y—b3  z—0C2 
l ms . ñn L No no 
peut être mise sous la forme 


T— Lo Y—Yo Z2—20 
l mi n: 
lo M2 nr 


1067. Démontrer que l’équation du plan qui passe par les points 
M (2, Yi, 2) et Mo (Z2, Ye, 2) et qui est parallèle à la droite 


] 
— 
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peut être mise sous la forme 
TT Y—-Us Z—Z 
TL Y2—Y Z2—4|—=0. 
Î m n 


1068. Former l'équation du plan qui passe par la droite 
z=2t+1, y——3t+2, z2—=2t—3 
et le point M,(2, —2, 1). 
1069. Démontrer que l’équation du plan qui passe par la droite 
Z=zo+it, y—=yot+ mt, z=2+nt 
et le point M;(zx:, y:, z:) peut être donnée sous la forme 
TZ Y—Y1 Z—Z 
Zy—Zo Yi—Yo Z1—20| —0. 
l m n 


1070. Démontrer que les droites 
UT ES D LUE T peALS 2% 
appartiennent au même plan et former l'équation de ce plan. 

1071. Démontrer que si les droites 

Z—@y _y—b, _ z—c, Z—G> _y—Db3 _ z—0C 
mm nm ? _ _ 


se coupent, l'équation du plan qui les contient peut être donnée 
sous la forme 


Z—G y—b, z—0c 
l m4 rm |—=0. 
L M2 UE) 
1072. Former l'équation du plan qui passe par les droites 
parallèles 


md D Ten 3 
1073. Démontrer que l'équation du plan qui passe par les 
droites parallèles 
z=œ+it, y=bitmt, z2=0cu+nt 
et 
z=a@+tli, y=b+tmt, 2z2=0c+nt 
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peut être mise sous la forme 
Z—a y—b z—0c4 
Gp — b>— D: Co — CC: = (. 


[ m n 


1074. Trouver la projection du point C (3, —4, —2) sur le plan 
qui passe par les droites parallèles 


1075. Trouver le point Q symétrique du point P (3, —4, —6) 
par rapport à un plan qui passe par Mi (—6, 1, —5), M: (7, —2, 
—1) et M: (10, —7, 1). 

1076. Trouver le point Q symétrique du point P (—3, 2, 5) par 
rapport à un plan qui passe par les droites 


Re En. 
z—2y—4z+3—0; Dxz —3y+2z+5—0. 
1077. Former l'équation du plan qui passe par la droite 
z=3t+1, y—21t+3, z2——1t—-2 
et qui est parallèle à la droite 
rue 
z+2y—2z—5—=0. 
1078. Démontrer que l’équation du plan qui passe par la droite 
a PR pue À ER an: D 


et qui est parallèle à la droite 
Z=tZo+it, y=yo+ mt, z2=27+nt 


peut être donnée sous la forme 


TZ Y—Y1 Z—2i 
I m n |—=0(. 
li M: ra 


1079. Former l'équation du plan qui passe par la droite 


et qui est perpendiculaire au plan 3z+2y—3—5—0. 
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1080. Démontrer que l’équation du plan qui passe par la droite 
Z=Zzo+ it, y—=yo+ mt, 2—=2+nt 
et qui est perpendiculaire au plan 
Az+-By+Cz+ D=0 
peut être mise sous la forme 
T—Zo Y—Yo Z—2 
l m n |—0. 
A B C 


1081. Former les équations canoniques de la droite qui passe 
par le point Mo(3, —2, —4), qui est parallèle au plan 


Sz— 2y—3z2—71—0 
et qui coupe la droite 


1082. Former les équations paramétriques de la droite paral- 
léle aux plans 


3x +12y—3z—5—=0, 3r—4y-+9z+7—0 
et qui coupe les droites 


1) HT _yTr4 _2+8 , 21 y+s z—2 . 


3 D enr PU G. D 24 ed ? 
2) z—=2t—4, = —t+4, 2— —2t—1; 
z=4t—5, y——3t+5, z2——5t+5; 
3) ES UÈS LIT, 2649, y=—2%, 2=—t+2. 
$ 44. Sphère 


En coordonnées cartésiennes rectangulaires une sphère de centre C («, B, V 
et de rayon r est définie par l'équation (z — @)? + (y — PB)? + (z — y}? = r?. 
Une sphère de rayon r et de centre à l’origine des coordonnées a pour équation 
z+yi+zi= ri, 


1084. Former l'équation de la sphère dans chacun des cas 
suivants : 


1) la sphère de centre C (0, 0, 0) et de rayon r = 9; 
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2) la sphère de centre C (5, —3, 7) et de rayon r = 2; 

3) la Let qui passe par l’origine des coordonnées et de centre 
C (4, —4, —2); 

4) la sphère qui passe par le point À (2, —1, —3) et de centre 

C (3, —2 

o) les ‘points A (2, —3, 5) et B (4, 1, —3) sont les extrémités 
de l’un des diamètres de la sphère ; 

6) le centre de la sphère est à l’origine des coordonnées et 1 
plan 167 — 15y — 12z + 75 = 0 lui est tangent; 

7) la sphère a pour centre le point C (3, —5, —2) et le plan 
2x — y — 3z + 11 — 0 lui est tangent; 

8) la pe passe par trois points M, (3, 1, —3), M; (—2, 4, 1), 
M3 (—5, 0, 0) et son centre est sur le plan 2x +y—2+3 

9) la sphère passe par quatre points Mi (1, —2, _4) 
M2 (—5, 10, —1), M3 (4, 1, 11), Mi (—8, —2, 2). 

1085. Former l'équation de la sphère de rayon r — 3 tangente 
au plan x + 2y + 2z + 3 — 0 au point M, (1, 1, — 

1086. Calculer le rayon RÀ de la sphère tangente aux plans 

3x + 2y — 62 — 15 — 0, 3x + 2y — 6z + 55 = 0. 
1087. Une sphère de centre sur la droite 
2z+4y—2—71—=0, 
4x + 5y+z—14—0 

est tangente aux plans 


z+2y—-22—-2—=0, r+2y—-22+4—0(. 


Former son équation. 


1088. Former l’équation de la sphère tangente aux plans paral- 
lèles 


Oz — 3y — 22 — 35 — 0, 6x — 3y — 2z + 63 — 0, 
à l’un d'eux au point M, (5, —1, —1). 
1089. Former l'équation de la sphère de centre C (2, 3, —1) 
qui découpe sur la droite 
Oz — 4y + 3z + 20 = 0, 
3z — ky+z—-8—0 
une corde de longueur 16. 


1090. Déterminer les coordonnées du centre C et le rayon r des 
sphères données ci-dessous : 


2) @— 3) + (y + 2) + (2 — 5) = 16; 
2) +1} +y—3} + À —=9; 
3) 2? + y + 22 — 47 — 2y + 2z — 19 — 0; 
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4) © + y + À — 6z = 0; 
5) x + y + z + 20y = 0. 
1091. Former les équations paramétriques du diamètre de la 


sphère 
Hp +S + 2x — 6y + z — 11 = 0, 
qui est perpendiculaire au plan 
x — y + 2z — 17 = 0. 
1092. Former les équations canoniques du diamètre de la sphère 
Hp + — x + 3y + z — 13 = 0, 
qui est parallèle à la droite 
z = 2t — À, = — +5, z— 4t +7. 
1093. Le point À (2, —1, 3) se trouve-t-il à l’intérieur, à l’ex- 
térieur ou à la surface des sphères : 
4)  — 383$ + (y + 1Ÿ + ( — 1} = 4; 
2) (x + 14) + (y — 11} + (2 + 12) = 625; 
3) (x — 6} + (y — 1}° + (2 — 2} = 25; 
&) x? + y + 2 — 4r + 6y — 8z + 22 = 0; 
5) C+p+S— z + 3y — 22 —3 = 0. 
1094. Calculer la plus courte distance du point À à la sphère 
donnée dans les cas suivants: 
1) A (—2, 6, —3), t+pf+2—4; 
2) À (9, —4, —3), 2° + y + 2 + 14r — 16y — 24z + 241—0; 
3) À (1, —1, 3), D + y + 72 — 6x + 4y — 10z — 62 = 0. 
1095. Déterminer la position du plan par rapport à la sphère 
(le plan coupe la sphère, lui est tangent ou ne la coupe pas); le plan 
et la sphère sont donnés par les équations: 
1)z2=3, + + 2 — Gr + 2y — 10z + 22 = 0: 
2)y=1, +p + + 4r — 2y — 6z + 14 = 0: 
3)z=9, +yg + 2 — 2r + 4y — 22:— 4 = 0. 
1096. Déterminer la position de la droite par rapport à la sphère 


(la droite coupe la sphère, lui est tangente ou ne la coupe pas): 
la droite et la sphère sont données par les équations: 


1) z= —21+2, y=3t— 7, z=t—2, 


D +++ z—4y—85+ 50; 
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2) z—5 _ y __2+25 


3 2-0: 
a +y+z3— 4r— 6y + 2z—67 —=0; 
9 { 2z—y+2z2—12=0, 
) 2z—4y—2z+6—=0, 
+p+z—2r+2y+47—-43—=0. 
1097. Trouver sur la sphère 
( — 1) + (y + 2Ÿ + (z — 3) = 25 
un point M, aussi proche que possible du plan 


3x — 4z + 19 — 0 


et calculer la distance d de ce point au plan. 
1098. Déterminer le centre C et le rayon À du cercle 


{ (z—3} + (y +2) +(2— 1) = 100, 
2z—2y—2+9—=0. 


1099. Les points À (3, —2, 5) et B (—1, 6, —3) sont les extré- 
mités d’un diamètre du cercle qui passe par le point C (1, —4, 1). 
Former les équations de ce cercle. 

1100. Le point C (1, —1, —2) est le centre d’un cercle qui 
découpe sur la droite 


4xz—Ty—2+06—0 
une corde de longueur 8. Former les équations de ce cercle 
1101. Former les équations du cercle qui passe par les points 
M; (3, —1, —2), M: (1, 1; —2) et M; (—1, 8, 0). 
1102. On donne les sphères 
(z — m3) + (y— 7m) + (2 — pa) = Ri, 
(x — m2) + (y — n2) + (2 — pe) = R?, 


qui se coupent suivant un cercle appartenant à un plan +. Démontrer 
que toute sphère passant par le cercle d’intersection des sphères 
données et le plan + peuvent être donnés, pour un choix convenable 
de « et de B, par une équation de la forme 


a [(z — m3) + (y — nm} + (2 — P1) — Ri] + 
+ B [x — me) + (y — no) + (2 — pe} — R5] = 0. 
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1103. Former l'équation du plan qui passe par l'intersection 
des sphères 


27° + 2yÿ° + 2% + 3x — 2y + z— 5 = 0, 
HP +z — x + 3y — 2z+1—0. 
1104. Former l'équation de la sphère qui passe par l’origine des 
coordonnées et le cercle 
2 + y + 22 = 25, 
{ 2z—3y+5z—5—0. 
1105. Former l’équation de la sphère qui passe par le cercle 
x +y+z?—2xr + 3y—6z2—5—0, 
{ 9z+2y—z—3—0 
et un point À (2, —1, {). 
1106. Former l’équation de la sphère qui passe par deux cercles 
z?+z:?— 025, x3+ 73— 16, 
y=2; y=3. 
1107. Former l'équation du plan tangent à la sphère z° + y° + 


+ 7 — 49 au point M, (6, —3, —2). 
1108. Démontrer que le plan 


est tangent à la sphère 
x? + y? + 7? — 49, 


Calculer les coordonnées du point de tangence. 
1109. Pour quelles valeurs de a le plan 


T+y+z=a 
est tangent à la sphère 
x? + y + À = 12. 

1110. Former l'équation du plan tangent à la sphère (x — 3)° + 
+ (y —1ÿ + (2 + 2) = 24 au point M, (—1, 3, 0 

1111. Soit un point MA (z1, Y1, Z) se trouvant sur la sphère 
x? + y + z = r. Former l'équation du plan tangent à la sphère 
au point W:. 

1112. Trouver la condition de tangence du plan 


Az + By+Cz+D=0 


et de la sphère 
x? + y +: — R'. 
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1113. Le point M1 (z1, Yy:, z) se trouve sur la sphère 
G—a} +y—B*+(c—-v%=r. 


Former l'équation du plan tangent à la sphère au point M... 
1114. Par les points d'’intersection de la droite 


z=3—9, y—=5t— 11, z——4t+9 
et de la sphère 
+ 2} + y — 1 + (+ 5) = 49 


on a mené les plans tangents à cette sphère. Former leurs équations. 
1115. Former les équations des plans tangents à la sphère 


D+p+r=S, 
qui sont parallèles au plan 
z+2y—22+15 = 0. 
1116. Former les équations des plans tangents à la sphère 
( — 3} + (y + 2} + (2 — 1} = 25, 
qui sont parallèles au plan 
4x + 3z — 17 = (0. 
1117. Former les équations des plans tangents à la sphère 
É+y+ zx — 107x + 2y + 263 — 113 = 0, 
qui sont parallèles aux droites 
z+5 y—1 z +13 Zz+7 _y+1 __z—8 


2 —3 2 À 3 —2 0 
1118. Démontrer que par la droite 
8x — 11y + 8z—30 — 0, 
{ z—y—22=0 
on peut mener deux plans tangents à la sphère 
++ z+2z—6y+4z—15=0 
et former leurs équations. 
1119. Démontrer que par la droite 


z +6 
2 


=y+3—=2z+1 


on ne peut pas mener de plan tangent à la sphère 
D+Hp + — 4x + 2y — 4 +4 = 0, 
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1120. Démontrer que par la droite 
z=4t+4, y—=3t+1, z=1t+1 
on ne peut mener qu’un plan tangent à la sphère 
Hp +z— 2r +t6y+2:+8—=0 
et former son équation. 


$ 45. Equations du plan, de la droite et de 
la sphère sous forme vectorielle 


Par le symbole M (r) nous désignons que r est le rayon vecteur du 
point M. 


1121. Former l’équation du plan & qui passe par le point M, (r) 
et a x pour vecteur normal. 


Solution.* Soit M (r) un point quelconque. Il appartient au plan « 


si et seulement si le vecteur M,M est perpendiculaire à n. On sait que le 
critère de perpendicularité de deux vecteurs est que leur produit scalaire 


soit nul. Ainsi, MoM 1 n si et seulement si 
MM n=0. (4) 


Exprimons le vecteur M#0oM à l'aide des rayons vecteurs de son extrémité 
et de son origine: 


MM =r—r0. 
De cette expression et de (1), on trouve : 

(r—ro)n=0. (2) 
C'est l'équation du plan & sous forme vectorielle ; le rayon vecteur Tr du point 


M la vérifie si et seulement si le point M se trouve dans le plan « (r s'appelle 
rayon vecteur courant de l'équation (2)). 


1122. Démontrer que l'équation rn + D = 0 définit un plan 
perpendiculaire au vecteur ». Ecrire l'équation de ce plan à l’aide 
des coordonnées, si n — {A, B, C}. 


1123. On donne un vecteur unitaire n et le nombre p>0 
Démontrer que l’équation 


définit un plan perpendiculaire au vecteur n et que p est la 
distance de l’origine des coordonnées à ce plan. Ecrire l’équation 


* Les exercices 1121 et 1129 sont fondamentaux pour comprendre correcte- 
ment les problèmes de ce paragraphe. Nous donnons ici leurs solutions. 
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du plan à l’aide des coordonnées si le vecteur n forme avec les 
axes de coordonnées des angles «, B, +. 


1124. Calculer la distance d du point M, (r;) au plan TR — p=t0. 

Exprimer la distance d à l’aide des coordonnées si 
n={z Yir Zi} n ={cos œ&, cos B, cos y}. 

1125. On donne les points M,(r;) et M2(r:). Former l'équation 
du plan qui passe par le point M, et qui est perpendiculaire au 
vecteur M;M:. Former également l'équation du plan à l'aide des 
coordonnées si 

ri = {Ti Yi Z1} T2 = {22 U2: Z2}. 

1126. Former l'équation du _plan _ qui passe par le point M, (ro) 
et qui est parallèle aux vecteurs a et a. Former également l’équation 
du plan à l’aide des coordonnées si 

To—= {To Yo: Zo}s Gi = {lis My, ru}, G2={l2, Mme, na}. 

1127. Former l'équation du plan qui passe par les points 
M: (r1), M(r2) et Ms(rs). Former également l'équation du plan à 
l’aide des coordonnées si 

Ti = {Tir Yas Zahs To (Zn Ya, 2}, Ts = {Ts Ya, 28). 
1128. Former l'équation du plan qui passe par le point Mo (r.) 
et qui est perpendiculaire aux plans 
rrt+D=0, rr+D:=0. 
Donner également l'équation du plan à l’aide des coordonnées si 
To = {To Yo» Zo} ni = {As B:, Ci}, T2 = {A2, B:, C2}. 
1129. Démontrer que l'équation 


[(r— ro) a] = 
définit une droite qui passe par le point Mo (ro) et qui est paral- 


lèle au vecteur a, c.-à-d. que l’équation est vérifiée par le rayon 


vecteur r du point M (r) si et seulement si M se trouve sur la 
droite considérée. 


Démonstration. Considérons un point arbitraire M (r). Supposons 
que r vérifie l'équation donnée ; d'après la règle de soustraction des vecteurs 
12 -2569 
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on a r—ro= MM ; puisque [(r—r0) a]=0, donc (MoMa]=0 : par conséquent, 
le vecteur MQM est collinéaire au vecteur a. Le point M. est donc bien sur 


la droite qui passe par Mo dans le sens du vecteur a. Réciproquement, 
supposons que À M se trouve sur cette droite. Le vecteur MoM est alors 


collinéaire à a. Il en résulte que (Mo a]= 0 ; mais Mo=r—ro, d'où 


[Cr —ro )a]=0. Ainsi, l'équation donnée est vérifiée par le rayon vecteur r 
du point #/ dans le cas où M se trouve sur la droite donnée, et seulement 


dans ce cas (r s'appelle le rayon vecteur courant de l'équation). 


1130. Démontrer que l'équation 


[ral=m 
définit une droite parallèle au vecteur a. 
1131. Démontrer que l'équation paramétrique 
r=ro+ at, 
où t est le paramètre variable, définit une droite qui passe par le 
point Moro) (c.-à-d. que lorsque £ varie, M(r) se déplace le long 
de la droite). Donner en fonction des coordonnées les équations 
canoniques de cette droite si 
To = {Ton Uo: Zo}; a = {1, me, n}. 


1132. Une droite passe par les points M; (rs) et M: (r2). Former 
son équation dans la forme indiquée dans les exercices 1129, 
1130, 1131. 


1133. Former l'équation du plan qui passe par le point 4, (r;) 


et qui est perpendiculaire à la droite r- ro + at. Donner également 
l'équation de ce plan en fonction des coordonnées, si 


Ti={zi Yi}, a={l,m,n). 


1134. Former l'équation du plan qui. passe par. le point M (ro) 
et qui est parallèle aux droites fr al=mir 2] = Me. 


1135. Former l'équation du plan qui passe par le point M, (ro) 
et qui est perpendiculaire aux plans 


rt Di=0, rrm+D=—0. 


1136. Une droite perpendiculaire au plan Tr + D=0 passe par 
le point Mo(ro). Former son équation paramétrique. Donner ensuite 
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ses équations canoniques en fonction des coordonnées, si 
— — 
To = {To Yos 20}, AR —={A, B, C. 


1137. Une droite parallèle aux plans 7 n,+ D,=0, rn+D=—0 


passe par le point Moro). Former son équation paramétrique. 
Donner ensuite ses équations canoniques en fonction des coordon- 
nées, Si 


To= {Zo Vos 20), ri = A1, Bi, Ci}, 
ne = { Az, Ba, Co}. 


1138. Donner la condition d’après laquelle la droite r=rE at 


appartient au plan rn+D=—0. L’exprimer en fonction des coordon- 
nées, si 


= {Zo: Yo: Zo}: 1 {l,m,n}, n = {A, B, C}. 
1139. Former l'équation du plan qui passe par la droite 
r=ro—+ at et qui est parallèle à la droite 
[r &l = m. 
1140. Etablir la condition d’après laquelle les droites 
r=n+at et r=r2—+ at 
appartiennent au même plan. 

1141. Trouver le rayon vecteur du point d’intersection de la 
droite r—r,s—+at et du plan rn+D—0. Calculer les coordonnées 
z, y, z du point d'intersection, si 

To= {Zo, Yo: Zo}, a={l, m,n}, n = {A, B, C. 

1142. Trouver le rayon vecteur de la projection de M, (rs) sur 
le plan rr+D=0. Calculer les coordonnées x, y, z de cette projec- 
tion, Si 

ra = {z4, Ut Z1}; n={À, B, C}. 


1143. Trouver le rayon vecteur de la projection du point M, (r;) 


sur la droite r— To + at. Calculer les coordonnées z, y, z de cette 
projection, si 


42% ri = {z:, Ut Z4} To = {Zo» Vos Zo}; a={|l, m, n}. 
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1144. Calculer la distance d du point M, (r;) à la droite 
r—ro+at. Exprimer d en fonction des coordonnées, si 


r= {2 Yi Zi} To= {Zos Yo» Zo} a={4, m, n}. 
1145. Calculer la plus courte distance d de deux sécantes 
r=r+at et r=r+œt. 
Exprimer d en fonction des coordonnées, si 
r= {2 Yis 21} ra= {22 Yos 22}; 


a; = {li, UT ru}, Go = {Lo, Ma; no}. 
1146. Démontrer que l'équation 


Fr) = R° 
définit une sphère de centre C (ro) et de rayon R (autrement dit, 


que cette équation est satisfaite par le rayon vecteur r du point M 
dans le cas où M se trouve sur la sphère, et seulement dans ce cas). 

1147. Trouver les rayons vecteurs des points d’intersection de la 
droite 


r=at + 
et de la sphère 
r'= R. 


Calculer les coordonnées des points d’intersection, si 
a= {l, mn}. 


1148. Trouver les rayons vecteurs des points d’intersection de la 
droite 


et de la sphère 
(r — To)” = R3. 
Calculer les coordonnées des points d'’intersection, si 
To= {20 Yo: 20}; a= {l, M; n}. 
1149. Le point M, (r;) appartient à la sphère 
(F—r:) = RP. 


Former l’équation du plan tangent en ce point. 
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1150. Former l'équation de la sphère de centre C (r;) tangente 


au plan rn+D=0. Donner l'équation de cette sphère en fonction 
des coordonnées, si 


= zu Yi Z1}, n = {A, B, C}. 


1191. Former les équations des plans tangents à la sphère 


r= R? 
et qui sont parallèles au plan 
rn+D=0. 
Les donner en fonction des coordonnées, si 
n={4, B, C}. 
1152. Par les points d’intersection de la droite 
r=r)+at 
et de la sphère 
(ro) = R° 


on mène les plans tangents à la sphère. Former leurs équations. 
Les donner en fonction des coordonnées, si 


ro = {Zos Yos Zo}, a={l,m,n}. 


$ 46. Surfaces du deuxième degré 


On appelle ellipsoïde la surface qui dans un système de coordonnées carté- 
siennes rectangulaires est donnée par l'équation 
22 y? 28 
arthstes () 


L'équation (1) est dite équation canonique d'un ellipsoïde. Les quantités a, b,c 
sont les demi-axes de l’ellipsoide (fig. 47). S'ils sont tous différents, l’ellipsoide 
est dit à trois axes; au cas où deux d’entre eux sont égaux, l’ellipsoïde devient 
une surface de révolution. Si, par exemple, a = b, l'axe de révolution est Os. 
Pour a = b << c, l’ellipsoide de révolution est dit allongé; poue a=b>e, 
il est dit aplati. Quand a = b = ce, l’ellipsoïde devient une sphère. 

On appelle hyperboloïdes les surfaces qui dans un système de coordonnées 
cartésiennes rectangulaires sont données par les équations: 


—— =1À, (2) 


Li —1. (3) 
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L'hyperboloïde (2) est dit à une nappe (fig. 48) ; l'hyperboloïde (3) à deux 
oappes (fig. 49); les équations (2) et (3) sont les équations canoniques des 
hyperboloïdes considérés. Les quanti- 
tes a, b, c sont les demi-axes de 
l'hyperboloïide. Dans le cas de l'hyper- 
boloïde à une nappe donné par l’équa- 
tion (2), seulement les deux premiers 
(a et b) sont indiqués sur la fig. 48. 
Dans le cas de ANper eo loi à deux 
nappes donné par ‘équation (3), l'un 
d’entre eux (c en l'occurrence) est 
indiqué sur la fig. 49. Lorsque « = b, 
les hyperboloïdes définis par (2) et (3) 
deviennent des surfaces de révo- 
lution. 

On appelle paraboloïdes les sur- 
| faces qui dans un système de coor- 
données cartésiennes rectangulaires sont données par les équations: 


CR — —2 , 4 
À + e z (4) 
z3 y° 

—-——— = 2:, H) 
L F (5) 


où p et q sont des nombres positifs appelés paramètres du paraboloïde. Le para- 
boloïde défini par l'équation (4) est dit elliptique (fig. 50); celui défini par 


+ 


N 


Fig. 48 Fig. 49 


l'équation (5) est dit hyperbolique (fig. 51). Les équations (4) et (5) en sont 
respectivement les équations canoniques. Au cas où p — q, le paraboloïde (4) 
devient une surface de révolution (autour de l’axe O2). 
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Examinons maintenant la transformation de l’espace que l'on appelle 
compression uniforme (ou dilatation uniforme). 

Choisissons un plan quelconque que nous noterons par la lettre &«. Donnons- 
nous en outre un nombre positif q. Soit M un point quelconque de l’espace 


Fig. 50 Fig. 51 


n'appartenant pas au plan &, et soit M, le pied de la perpendiculaire abaissée 
du point M sur le plan &. Déplaçons le point M sur la droite MM, jusqu'à la 
nouvelle position A’ de manière que l’on ait 


MoM' = q-MoM 


et qu'après avoir effectué le déplacement, le point demeure d’un même côté 
du plan & que sa position initiale (fig. 52). Effectuons la même transformation 
pour tous les points de l'espace qui n’'ap- 


partiennent pas au plan &; les points qui M 
appartiennent au plan & demeurent immo- ; 

biles. Ainsi, tous les points de l’espace, M 

excepté les points du plan «, se déplacent; 

pendant cette transformation, la distance de 4 
chaque point à ce plan « varie dans une M 


certaine proportion, la même pour tous les 

points. Ce déplacement décrit ici est appelé 

CORRESSIOR uniforme de l'espace par rapport | 

au plan &; la quantité q est le coefficient Fig. 52 
de compression. 

Soit donnée une surface F; pour une compression uniforme de l’espace, 
les points de la surface se déplacent et dans leur nouvelle position ils forment 
la surface F’. Nous dirons que la surface F” est obtenue de F par compression 
uniforme de l'espace. On constate que de nombreuses surfaces du deuxième 
degré (toutes, sauf le nos hyperbolique) peuvent être obtenues à par- 
tir d’une surface de révolution au moyen de la compression uniforme. 

Exemple. Démontrer qu'un ellipsoïde à trois axes quelconque 


x y? 2? 

artuteri 
peut s'obtenir à partir d’une sphère 

z+yt+z= a? 
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au moyen de deux compressions uniformes successives de l’espace par rapport 
aux plans de coordonnées: de coefficient de compression qg; = + par rapport 


au plan Ozy et de coefficient g2 = _ par rapport au plan Ozz. 
Démonstration. On effectua une compression uniforme de l’espace 
par rapport au plan Ozy de coefficient q, = _. et soit M” (z’, y’, z°) le point 


transformé du point M (x, y, =). Exprimons les coordonnées z’, y”, z’ du point 
M" en fonction des coordonnées x, y, z du point M. Comme la droite MM” est 
perpendiculaire au plan Ozxy, zx’ = zx, y’ = y. D'autre part, puisque la dis- 
tance du point M” au plan Ozy est égale à la distance du point M à ce plan 


multipliée par g = — , na z° = — z. Ainsi nous obtenons les expressions 
cherchées 


z'=7z, Y'=Y, = 2, (6) 


goit 


’ 


z=2x", y=y", 2=— 7". (7) 


Soit M (x, y, z) un point quelconque de la sphère 
z3Ly2+zi— a. 
Substituant à x, y, z leurs expressions (7), il vient 
2 va a? 2 o 
g'+y + f=cs, 
d'où 
z'3 y'? z'2 
a T'as Ÿ 


Par conséquent, le point M’ (z’, y’, =’) appartient à un ellipsoide de révolu- 
tion. De même, en réalisant la compression de l'espace par rapport au plan 
Ozz à l’aide des formules 


= 1. 


# LA # 


z'=z", YU 2 =7 


on en déduit un ellipsoide à trois axes, c.-à-d. précisément celui dont l'équa- 
tion a été donnée dans l'énoncé du problème. 
Notons encore que l’hyperboloïde à une nappe et le Peroioiee hyperboli- 
e sont des surfaces réglées, c'est-à-dire qu'ils sont formés de droites; ces 
roites s'appellent génératrices rectilignes de ces surfaces. 
L'hyperboloïde à une nappe 
23 y3 z2 
as Tr er 1 


possède deux systèmes de génératrices rectilignes données par les équations 
c(2+4)8(4t). fes) (it). 
(4-5. (2-49). 
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où & et B sont des nombres non nuls simultanément. De même, le paraboloïde 
byperbolique 


COPA LES 
P q 
possède deux systèmes de génératrices rectilignes données par les équations 
z z y 
œ RS TRE = 2z, œ@ —— —— | — 2fz, 
Vr Va ) ( Vr Va 
B (———%) 0, = + =. 
( VP 5) Az VP ) 


On appelle surface conique ou cône la surface . par une droite 
mobile (génératrice) qui passe par un point constant Set par une courbe 
donnée S est le sommet du cône, L sa directrice. 

On pers surface cylindrique ou cylindre la surface engendrée par une 
droite mobile (génératrice) qui est constamment parallèle à une direction et 
qui passe par une courbe donnée ZL (directrice). 


1153. Vérifier que le a Z — L — 0 coupe l’ellipsoïde 
r Te +5 + = 


suivant une ellipse; trouver ses demi-axes et ses sommets. 
1154. Vérifier que le plan z+ 1—0 coupe l’hyperboloïde à une 
nappe 


ÉCRN LI Le ; 
32 18 L 
suivant une hyperbole; trouver ses ANS et ses sommets. 
1155. Vérifier que le plan y+6—0 coupe le paraboloïde hyper- 
bolique 


5 à 
suivant une parabole; trouver son paramètre et son sommet. 


1156. Trouver les équations des projections de l'intersection du 
paraboloïde elliptique 


y+ñ=x 

et du plan 
z+2y—z—=0 
sur les plans de coordonnées. 
1157. Quelle est la courbe qui résulte de l'intersection de 

l’ellipsoïde 

+ É+E=t 

En . 
et du plan 
2x — 3y+4z—11—=0; 

trouver son centre. 
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1158. Quelle est la courbe qui résulte de l'intersection du para- 
boloïde hyperbolique 


z3 22 
+ =}y 


2 3 
et du plan 
SZ — 3y + 42 + 2 = 0; 
trouver son centre. 
1199. Quelles sont les courbes définies par les équations 


z2 y3 
4) Te 22 
3z—y+6z2—14—=0; 


1-5" 
z—2y+2—=0; 
+2 y° 23 ” 
3 AT æ 
Or—6y+2z2—28—=0; 
trouver leur centre. 


1160. Pour quelles valeurs de m le plan z + mz — 1 = 0 coupe 
l'hyperboloïde à deux nappes 


+p—z = —1 


a) suivant une ellipse: b) suivant une hyperbole? 
1161. Pour quelles valeurs de m le plan x + my — 2 = 0 coupe 
le paraboloïde elliptique 


a) suivant une ellipse; b) suivant une parabole ? 
1162. Démontrer que le paraboloïde elliptique 
z3 z3 
Ts 2 
et le plan 
2z — 2y—z—10—=0 


possèdent un point commun, dont on calculera les coordonnées. 
1163. Démontrer que l’hyperboloïde à deux nappes 


et le plan 
ot +22+5—0 


possèdent un point commun, dont on calculera les coordonnées. 


1164-1170] $ 46. Surfaces du deuxième degré 187 


1164. Démontrer que l’ellipsoïde 


et le plan 


possèdent un point commun, dont on calculera les courdonnées. 
1165. Pour quelle valeur de m le plan 


xz—2y—2z2+m—=0 
est tangent a l’ellipsoïde 


at +5 


1166. Former l'équation du plan perpendiculaire au vecteur 
n—={2, —1, —2} et tangent au paraboloïde elliptique 


1167. Mener les plans tangents à l’ellipsoïde 
4x3 + 16y2 + 8z2 — 1 
parallèles au plan 
z—2y+2z2+17—=0; 
calculer leur distance. 
1168. Le coefficient compression uniforme de l’espace par 


rapport au plan Oyz est =. Former l'équation de la surface de la 


sphère 
2 + y3-f 75 = 29 
transformée par une compression semblable. 
1169. Former Pre de se da de l’ellipsoïde 
PSE LS 
transformé par trois compressions uniformes successives de l’espacs 
par rapport aux plans de coordonnées, de coSFICIn te de compres- 
sion 2 pour le plan Oxy, £ pour le plan Ozxz et 5 7 pour le plan Oyz. 


1170. Déterminer les coefficients g, et g2 de deux compressions 
uniformes successives de l’espace par rapport aux plans de coordon- 
nées Oxzy et Ozrz de manière que la sphère 


2 + y +33 25 
se transforme en ellipsoide 


wmtiwts 
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1171. Former l'équation de la surface engendrée par la rotation 
de l’ellipse 


2 2 
y z = 1, 


"b3 Te 
z=0 


autour de l'axe Oy. 
Solution*. Soient M (x, y, z) un point quelconque de l’espace, C 
le pied de la perpendiculaire abaissée du point M sur l’axe Oy (fig. 53). Par 


Fig. 53 


la rotation de cette perpendiculaire autour de l’axe Oy le point AÆ peut être 
amené à appartenir au plan Oyz; pour cette configuration désignons-le par 


N (0, Y, Z). Puisque CM = CN et CM = Vz+ 3, CN=]Z |, il vient 
1Z21=Vz+722. (1) 


En outre, il est évident que 


Y = y. (2) 
Le point M appartient à la surface de révolution considérée si et seulement 
si le point N se trouve sur l'ellipse donnée, c.-à-d. quand 
Y2 2? 
a tr 1; (3) 


en prenant en considération les égalités (1) et (2) nous en déduisons l’équa- 
tion des coordonnées du point M : 


+ = 1. (4) 


11 découle de ce qui a été dit qu'elle n'est satisfaite que dans le cas où le 
point M se trouve sur la surface de révolution considérée, et seulement dans 
ce cas. 

Par conséquent, l'équation (4) n'est autre que l'équation de la surface 
cherchée. 


* L'exercice 1171 est résolu ici en tant qu'exercice type. 
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1172. Former l'équation de la surface engendrée par la rotation 


de l’ellipse 
2 
— _. = 1, 
z=0 
autour de l’axe Oz. 
1173. Former l'équation de la surface engendrée par la rotation 


de l’hyperbole 
72 22 
{ at 
D = 0 


a; tour de l’axe Oz. 
1174. Démontrer que DRE SOS : trois axes 


F+É+s 


peut être obtenu par la rotation de oo. 


” sir 
z=0 


autour de l'axe Oz, suivie d’une compression uniforme de l’espace 
par rapport au plan Ozxy. 
1175. Démontrer que l’hyperboloïde à une nappe donné par 


l'équation 
23 1 
aa 
y=0 


autour de l’axe Oz, suivie d’une compression uniforme de l’espace 
par rapport au plan Ozxz. 
1176. Démontrer que l’hyperboloïde à deux nappes donné par 


l'équation 
an Dos a 


peut être obtenu par la rotation de l’hyperbole 


2 2 
[ik 
y=0 
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autour de l'axe Oz, suivie d’une compression uniforme de l’espace 
par rapport au plan Ozxz. 
1177. Démontrer que le paraboloïde elliptique donné par l'équation 


22 y2 
+= 027 
D + q 


peut être obtenu par la rotation de la parabole 

x? = 2pz, 

y =0 
autour de l'axe Oz, suivie d’une compression uniforme de l’espace 
par rapport au plan Ozz. 

1178. Former l'équation de la surface engendrée par une parabole 

qui se meut d’un mouvement tel que la parabole demeure constam- 
ment dans le plan perpendiculaire à l’axe Oy; l'axe de la parabole 


ne change pas sa direction et le sommet glisse sur une autre parabole 
donnée par les équations 


y? = — 2qz, 
z—=(. 
La parabole mobile, dans une de ses positions, est donnée par les 
équations 
zx? = 2pz, 
y =0. 


1179. Démontrer que l'équation 
Z=zy 


définit un paraboloïde hyperbolique. 
1180. Trouver les points d’intersection des surfaces et des droites 


23 y? , 23 z—3 _y—4 _2+2, 
a) 5n + 36 to 1 À 7 == 7: 
3 8 z2 z FT] z+2 
JerR aten 
16 9 4 & —3 4 ”? 
3 2 = 
z2 y? y—2 z+1 
US eos 2 2 


1181. Démontrer que le plan 
2xz—12y—z+16—0 
coupe le paraboloïde hyperbolique 
z— 4y3 = 27 
suivant les génératrices rectilignes dont on donnera les équations. 
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1182. Démontrer que le plan 
4x — 5y — 10z— 20 — 0 
coupe l’'hyperboloïde à une nappe 
z2 y2 22 
Bt 21 
suivant les génératrices rectilignes dont on donnera les équations. 


1183. Après avoir vérifié que le point M (1, 3, —1) se trouve 
sur le paraboloïde hyperbolique 


4 — À — y, 


former les équations des génératrices rectilignes qui passent par le 
point M. 

1184. Former les équations des génératrices rectilignes de l’hy- 
perboloïde à une nappe 


d 


z3 , y2 22 
T9 161 
parallèles au plan 
6x + 4y+ 3z— 17 =0. 
1185. Après avoir vérifié que le point A(—2, 0,1) se trouve 
sur le paraboloïde hyperbolique 
z3 y? 


—— = = — Z; 


ä 9 


déterminer l'angle aigu formé par les génératrices rectilignes qui 
passent par À. 

1186. Former l'équation d’un cône dont le sommet coïncide avec 
l'origine des coordonnées et la directrice est donnée par les équations 


z? y2 _ y3 za y? 22 
1) til, 2) [ tx =1, 3) [ txt, 
Z=C; \ y =D; { T=u. 


1187. Démontrer que l'équation 


définit un cône de sommet situé à l’origine des axes. 
1188. Former l'équation d’un cône dont le sommet coïncide avec 
l’origine des coordonnées et la directrice est donnée par les équations 


{ z—2z2+1—=0, 
y—2z+1—=0. 
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1189. Former l’équation d’un cône dont le sommet est le point 
(0, 0, c) et la directrice est donnée par les équations 


[s "az TE æ = 1, 
z=(. 


1190. Former l’équation d’un cône dont le sommet est le point 

(3, —1, —2) et la directrice est donnée par les équations 
ds per 
z—y+z=0. 

1191. L’axe Oz sert d’'axe à un cône circulaire de sommet à 
l’origine des coordonnées, M, (3, —4, 7); étant un point de sa 
surface. Former l’équation de ce cône. 

1192. L’axe Oy sert d'axe à un cône circulaire de sommet à 
l'origine des coordonnées; ses génératrices font un angle de 60° 


avec l’axe Oy. Former l'équation de ce cône. 
1193. La droite 


2 — 2 — 1 


sert d’axe à un cône circulaire dont le sommet se trouve sur le plan 
Oyz. Former l'équation de ce cône, si on sait que le point 
M; (1, 1, —) est un point de sa surface. 

1194. Former l'équation d’un cône circulaire dont les axes de 
coordonnées sont des génératrices. 

1195. Former l'équation d’un cône de sommet S (5, 0, O) et 
dont les génératrices sont tangentes à la sphère 


B+ip+n=). 


1196. Former l'équation d’un cône de sommet à l’origine des 
coordonnées et dont les génératrices sont tangentes à la sphère 


(x + 2) + (y — 1 + (cz — 3Ÿ = 9. 
1197. Former l'équation d’un cône de sommet $ (3, 0, —1) et 
dont les génératrices sont tangentes à l'ellipsoide 


1198. Former l’équation d’un cylindre dont les génératrices sont 
parallèles au vecteur = {2, — 3, 4} et la directrice est donnée par 


les équations 
z = 1. 
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1199. Former l'équation d’un cylindre dont la directrice est 
donnée par les équations 


z— y = 3, 
z+y+z=0 


et les génératrices sont perpendiculaires au plan de la directrice. 


1200. Un cylindre dont les génératrices sont perpendiculaires au 
plan 


z+y—2z2—5—=0 
est circonscrit à la sphère 
B+p+r =. 


Former son équation. 
1201. Un cylindre dont les génératrices sont parallèles à la droite 


z=2t—3, y=—1+7, z=—2t+5 
est circonscrit à la sphère 
Hp + 2 — 2x + 4y +22—3—=0. 


Former son équation. 


1202. Former l'équation d'un cylindre circulaire passant par le 
point S (2, —1, 1) s’il a pour axe la droite 


z = 3t+i, =—2t—2, 3=1t+2. 


1203. Former l'équation d'un cylindre circonscrit aux deux 
sphères 


{œG—2P+(y—-1} +2=025, +y += 2. 


13—256(1 


Appendice 
ÉLÉMENTS DE LA THÉORIE DES DÉTERMINANTS 


$ 1. Déterminants du deuxième ordre et système de deux 
équations du premier degré à deux inconnues 


Soit donné un tableau carré de quatre nombres a, a-, by, ba: 
(: #1) | (1) 
az 2 
Le nombre a;b:— ab, s'appelle déterminant du deuxième ordre correspon- 


dant au tableau (1). On note ce déterminant par le symbole 


a: b: 
a2 «| si 
conséquent, on a: 
ay b, 
ao bo 
Les nombres a;, a2, b,, b2 s'appellent éléments du déterminant. On dit que 
les éléments a:, b se trouvent sur la diagonale principale du déterminant et 
les éléments a2, b, sur la diagonale secondaire. Ainsi, un déterminant du deu- 
xième ordre est égal à la différence des produits des éléments de la diagonale 
principale et de Ja deuxième diagonale. Par exemple, 
—3 2 
—1 4 
Considérons un système de deux équations 
Lies : 
az +b2y =h 
à deux inconnues x, y. (On suppose que les coefficients a1, b4, a», b2 et les 
termes constants h;:, h sont donnés.) Introduisons les notations 
h; b, a: h, 


: 4 
he De a2 ho ÿe, 
Le déterminant À, composé des coefficients des inconnues du système (3) est 
appelé déterminant du système. Le déterminant A, s'obtient en remplaçant 
les éléments de la première colonne du déterminant A par les termes constants 
du système (3) ; le déterminant A, s'obtient en remplaçant dans le déterminant 
À les éléments de sa seconde colonne par les termes constants du système (3). 
; à À = 0, alors le système (3) admet une solution unique, donnée par les 

ormules 


= 44b2— ob. (2) 


= 3.4 (1.2 — 10 


ay D: 


A= , Ay= 


, z — 


Go b 


_ x __ày 
A: = : (5) 


Si A = 0 et au moins un des déterminants À,, A, est différent de zéro, 
alors le système (3) n’admet aucune solution (on dit que les équations du systè- 
me sont incompatibles). 
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Mais si A—=0et À, — À, = 0, le système (3) admet une infinité de solu- 
tions (dans ce cas une des équations du système découle de l’autre). 

Supposons que dans les équations du système (3) h; — h2 = 0; ce système 
prend alors la forme 


ne biy =0, 


(LE + boy =(. ® 


Un système de la forme (6) est dit homogène ; il admet toujours la solu- 
tion nulle x = 0, y = 0. Si À - 0, cette solution est l'unique ; mais si A = 0, 
le système (6), outre la solution nulle, admet une infinité d'autres solutions. 


1204. Calculer les déterminants : 


1) | —1 : 2) 13 —4 
—52l 14  2|° 
3) É 6] 4) |3 16 | 
5 10|° 5 10|° 
5) la 1 6) |1 1 
a? al Zi, Lol? 
7)la+1 b—c | cos&œ —sinœ 
a?+a ab—ac|’ sinæ  cosa| 
1205. Résoudre les équations: 
1) 12 z—4 : 2) |1 4 o 
1 4 | 3x x+22| 
3) | z Re : 4) [3x —1 3 
—&z+1|l z 2r—3| 2? 
z+i1 5 6) |z?—4 —1 
9) 1 AT z—2 ol 
7) |4sinxz ‘1 0: 8) | cos 8x — sin 5z 
1 cosz| sin8z cos5z | 
1206. Résoudre les inégalités : 
1) [3z—3 2 2) 11 z+5 
z [>0: 2 x <0: 
3) |2r—2 1 ” 4) |z 3x 
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1207. Trouver toutes les solutions des systèmes d'équations 
donnés ci-dessôus : 


1) ir 2) Sy — 4r = 1, 
2x + Ty = 81; 3x + 4y — 18; 
3) ( 2r—3y—6, 4) z—yV 3—1, 
4z —6y=5; Pre" 
d) az+by=c, 6) zV5—5y=V5, 
us { z—yV5—5. 
1208. Trouver les valeurs de a et de b pour que le système 
: Sz— ay = À, 
6x + 4y = b 


1) admette une solution unique; 

2) n’ait pas de solution; 

3) admette une infinité de solutions. 

1209. Pour quelle valeur de a le système d'équations homogènes 


13xz + 2y = 0, 
9z + ay = 0 
admet la solution non nulle? 


$ 2. Système de deux équations homogènes du 
premier degré à trois inconnues 
Soit donné un système de deux équations homogènes 
an 
a2z + boy + co3 = 0 
à trois inconnues zx, y, z. Introduisons les notations : 


(1) 


b, Ca Ga OC! 
a C2 


Si au moins un des déterminants A,, A>, A: est différent de zéro, alors toutes 
les solutions du système (1) sont données par les formules 


ZT —= Aut, y = — at, 2 = Ant, 


a b: 
Ai = , 2— , 3 — 


bo C2 a) bo 


où + est un nombre arbitraire. Chacune des solutions est obtenue pour une va- 
leur déterminée de t. 

Pour simplifier les calculs, il est utile de remarquer que les déterminants 
A4, Az, A3 s’obtiennent en supprimant successivement les colonnes du tableau 


(5 b: “} 
a b2 c2 
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Si les trois déterminants A:, A2, A3 sont nuls, les coefficients des équations 
du système (1) sont REOPORONNEIS: Dans ce cas l’une des équations est consé- 
quence de l’autre et le système se ramène à une seule équation. 11 est naturel 
qu'un système semblable admette une infinité de solutions; pour obtenir l’une 

‘entre elles, il suffit de donner à deux des inconnues des valeurs numériques 
quelconques et en déduire la troisième à l’aide de l'équation. 


1210. Trouver toutes les solutions des systèmes d'équations 
donnés ci-dessous : 


1) ( 3z—2y+5z=0, 2) 3z—2y+z—=0, 
{ z+2y—3z—=0; { 6x — 4y + 3z—0; 
3) z— 3y+z=0, 4) ( 3z—2y+z—=0, 
{ 2z—9y+3z=0; { z+2y—z—=0; 
9) { 3z—2y+z=0, 6) { 2—y—2z=0, 
{ z+2y—3z=0; { z—9y+2z=0; 
7) z+2y—2z—=0, 8) ( 3z—5y+z=0, 
{ Sz—5y+2z—0; { z+2y—2—=0; 
9) z+3y—z—=0, 10) { az+y+z=0, 
{ oz— 3y+z—=0; { z—y+az=0; 
11) ar+2y—z=0, 12) { z—3y+az=0, 
{ 2x + by—3z=0; { br + 6y—2z—0. 


$ 3. Déterminants du troisième ordre 


Soit donné un tableau carré de neuf nombres a4, a, as, b4, bo, bs, 


Cyr C2 C3 
ay bi c: 
(= be à) ° (1) 
as Ds C3 
On appelle déterminant du troisième ordre, correspondant au tableau (1), 
le nombre noté par le symbole 


ay b c4 
az b2 c2 
az Ds cs 
et défini par l'égalité 
ai b1 oc: 
az b2 C2|—a@ibocs + bicras+ cia2b3—ciboaz— biascs — aicobs. (2) 
az b3 cs 


Les nombres a, a2, as, by, Da, bs, C1, C2, c3 s'appellent éléments du détermi- 
nant. Les éléments a;, b2, c3 se trouvent sur une diagonale du déterminant, 
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cette diagonale s'appelle principale ; les éléments as, b2, c, constituent la me A 
pale secondaire. Pour simplifier les calculs, il est utile de remarquer que les 
trois premiers termes du second membre de l'égalité (2) sont les produits des 
éléments du déterminant, pris trois par trois comme l'’indiquent les différents 
pointillés du schéma de gauche donné ci-dessous. 

Pour obtenir les trois autres termes du second membre de l'égalité (2), il 
faut multiplier trois par trois les éléments du déterminant comme l’indiquent 
les différents pointillés du schéma de droite, après quoi on change le signe des 
produits obtenus. 


a, b, - -Cr Q,. ; _b C; 
N JS Se Se DT A / 
: / À ù op \ 
NX, eXN a dé 
X S: «7 x 
\ a PSE) SN 
° / ; x 
(4 pa ô, . RS : C2 de. s É À S & 
°£ PP SL 
/ ZIK / RS 5 " 
/ PL ° Pac | SE \ 
/ æ “à . o ns ré : AIS : FSU 
a; d, be (e À b, € 


On demande de calculer dans les exercices 1211-1216 les déter- 
minants du troisième ordre. 


1241. 3 —2 1 14212. 112 O0 

— 2 1 3 |. 0 1 3-|. 

2 0 —2 5 0 —1 

1213. 12 O0 5 1214. 2 —13 

1 3 16. —2 32. 

O0 —1 10 0 25 
1219. 1 21 O0 1216. |0 a a 

10 3. a0a 

0 5 —1 a a0 

$ 4. Propriétés des déterminants 

Propriété 1. La valeur du déterminant ne ch pas quand on 


remplace les lignes par les colonnes, à condition que chaque ligne soit rempla- 
cée par la colonne de même numéro 


ai by ci Gy Go &3 
ao bo C2 = bs b, b; . 
a3 b3 cs C1 C2 C3 


Propriété 2. La permutation de deux colonnes ou de deux lignes 
d'un déterminant est équivalente à le multiplier par —1. Exemple: 


ay bd oc: ay C1 Di 
Œn bo Co = —|@n Co b : 
az b3 cs a3 Ca ds 
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Propriété 3. Un déterminant qui a deux colonnes ou deux lignes 
semblables est nul. 

Propriété 4. Multiplier tous les éléments d’une colonne ou d’une 
ligne d’un déterminant par un nombre k revient à multiplier ce déterminant 
par k. Exemple: 


ka, b, Ci Gi b, C1! 
ka2 bo Co | = k a2 b> Col. 
kag b; Ca as b; C3 


Pro p riété 5. Si tous les éléments d'une colonne ou d’une ligne sont 
nuls, le déterminant est égal à zéro. Cette propriété est un cas particulier de 
la propriété précédente (pour k = 0). 

Propriété 6. Si les éléments correspondants de deux colonnes 
u de on lignes d’un déterminant sont proportionnels, le déterminant est 
alors nul. 

Propriété 7. Si chaque élément de la nème colonne ou de la nème 
ligne d’un déterminant est la somme de deux termes, ce déterminant peut alors 
être représenté par la somme de deux déterminants dont l’un possède à la nème 
colonne ou à la nème ligne les premiers termes et l’autre, les seconds des termes 
re les autres éléments dans les trois déterminants sont les mêmes. 

xemple: 


ajtai D cl Jai by cl Jai bi c: 
a3t+as Da c2]=|as ba col+la; be c2|. 
as+as Ds cs] as b3 cs] |as bs cs 


Propriété 8. Si aux éléments d’une colonne (ou d'une ligne) on 
ajoute les éléments correspondants d’une autre colonne (ou d'une autre ligne) 
multipliés par un facteur commun arbitraire, la valeur du déterminant demeu- 
rera inchangée. Exemple: 


ait+kbs Di cl |ai bi € 
a2 + kb; bo Co|=]| bo Co |. 
as+kbs b3 cl las ds c: 


Les autres propriétés des déterminants sont liées aux notions de complé- 
ment algébrique et de mineur. On appelle mineur relatif à un élément quelcon- 
que le déterminant obtenu en supprimant la ligne et la colonne à l’intersection 

esquelles se trouve l'élément considéré. | 

Le complément algébrique d'un élément quelconque d'un déterminant est 
égal au mineur de cet élément, pris avec le signe inch si la somme des indi- 
ces de la ligne et de la colonne à l'intersection desquelles se trouve l'élément 
est un nombre pair, et précédé du signe opposé si ce nombre est impair. 

Nous noterons le complément brique d’un élément par la lettre majus- 
cule et affecté du même indice que l'élément correspondant. 

Propriété 9. Le déterminant 


ai b, C4 


À = a) be C2 
as bs cal 


est égal à la somme des produits des éléments d’une colonne (ou d’une ligne) 
par leurs compléments algébriques. 
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Autrement dit, on a les égalités 
À = aj4, + a2d2 + as4s, A= aiA, + biBi + «Ci, 
À = b,B, + b2B2 + b:3Bs, À = a242 + b2B2 + c2C2, 
À = ciCi + c2C2 + cs5Cs, A = a3A3 + b3B3 + csCs. 


On demande, dans les exercices 1217-1222, de démontrer les 
égalités sans développer les déterminants. 


1217. 
3 21 3 2 7 
—232|—|[—-23 —2|. 
4 53 4 9 11 
Indication. Utiliser la propriété 8. 
1218. 
1 —2 3 1 0 0 
—2 1 —5|—| —2 —3 1 
3 2 7 3 8 —2 
Indication. Utiliser la propriété 8. 
1219. | a, b, C! 
d b C2 = 0. 
a+ aa bi-+ab; ci + ace 
Indication. Utiliser les propriétés 7, 3, 6. 
1220. | Bb, +yci bi ci 
Bb + yc2 be c2 | = 0. 
Bbs + vcs ds cs 
Indication. Utiliser les propriétés 7 et 6. 
1221. sin? & cos? & cos 24 1222. | O —a —b 
sin?6 cos?B cos 28 | = 0. a O—c|—=0. 
sin? cos?y cos 2y b c O0 


On demande, dans les exercices 1223-1227, de calculer les 
déterminants en utilisant la propriété 9. 


1223. 1 1 —1 1224. 1 17 —7 
1 —1 1 —1 13 1 
—1 1 1 1 7 1 
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1225. 12 O0 5 1226. 1 2 4 
1 316]. —2 a 
O —1 10 3 —4 2] 
1227. |4 1 1 
ZT y Z 
LT ÿ°z 


1228. Transformer les déterminants donnés dans les exercices 
1223-1227 à l’aide de la propriété 8 de manière que dans l’une des 
colonnes (ou lignes) deux éléments soient nuls et puis calculer ces 
déterminants en utilisant la propriété 9. 

On demande de calculer les déterminants dans les exercices 
1229-1232. 


1229. | 0 a b 1230. | O sina cotga 
a O0a|. sinæ O sinaæ 
ba0 cotga sinæ 0 
1231. |z y z 1232. | abc 
z? y? 2° c a b |. 
2 y bc a 
1233. Démontrer les égalités : 


1) | 1 sina sin? a 
1 sinp sin?$ 


1 siny sin? y 


= (sin &æ—- sin f) (sin f — sin y) (sin y —sin a); 


2)1 4 1 1 . 
__ sin (œ—$) sin (B—Y) sin (y—a) 
sp af e y : TOR | 


1234. Résoudre les équations : 


1)14 3 zx 2) 13 z —4 
4 5 —1|—=0; 2 —1  3|—0. 
2 —1 5 z+10 ‘1 1 
1235. Résoudre les inégalités : 
1) 3 —2 1 2)|2zxz+2 —1 
4 zx —2|<i; 1 1 —2|>0. 
—1 2 —1 D —3 7z 
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$ 5. Résolution et étude d’un système de trois équations 
du premier degré à trois inconnues 


Considérons le système d'équations 
ayzHbiy tes =hs, 
a22 + boy + c22 = has (1) 
asz + bay +csz=h3 
d’inconnues z, y, z (on suppose que les coefficients «1, b4, . . ., c3 et les termes 


constants À, 2, hs sont donnés). 
Introduisons les notations: 


ay bi oc: h1 bd ci 
A—=|a2 b2 c2|, Ax=|h2 b2 c|, 
az b3 cs h3 b3 C3 
a1 h1 €: ai D h: 
Ay—=|a2 ha c2|, Az—=|a2 b2 h|. 
az h3 c3| las b3 À 


Le déterminant A, composé des coefficients des inconnues du système (1), 
s'appelle le déterminant du système donné. 

Il est utile de remarquer que les déterminants A,, A,, À, s’obtiennent à 
partir du déterminant À en remplaçant respectivement la premiére, la deuxième 
et la troisième colonne par la colonne des termes constants du système donné. 

À 0, le système (1) admet une solution unique, donnée par les for- 
mules 


Âx Ay A: 
"A ? = 7 À. . 


L= 


Supposons à présent que le déterminant du système est nul: A = 0. Si 
dans le cas A = 0 au moins un des déterminants AÀ.,, 4,, 4, est différent de 
zéro, le système (1) n’a pas de solution. 

Dans le cas où À = 0 et si on a simultanément A, = 0, A, = 0, 4, = 0, 
le système (1) peut aussi n'avoir aucune solution; mais si, dans ces mêmes 
conditions, le système (1) admet ne serait-ce qu'une seule solution, alors il 
possède une infinité de solutions différentes. On appelle système homogène de 
trois équations du premier degré à trois inconnues un système de la forme: 


az + Dsy + cz =0,; 
aoz + boy + c23 =0, (2) 
az + bay + cz = 0, 


c'est-à-dire un système d'équations dont les termes constants sont nuls. 11 est 
évident qu'un système semblable admet toujours une solution: z = 0, y = 0, 
z = 0; cette solution s'appelle solution zéro. Si A 0, cette solution est 
unique. Mais si À — 0, le système homogène (2) possède une infinité de solu- 
tions non nulles. 
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On demande de montrer dans les exercices 1236-1243 que les 
systèmes d'équations donnés admettent une solution unique et de 
trouver cette solution. 


1236. z+y—2z— 36, 1237. z+2y+:—4, 
z+z—y— 13, Sz—5y+ 3z— 1, 
y+z—xz—= 1. 2x + Ty—z— 8. 
1238. 2x — 4y + 9z = 28, 1239. ([ 2r+y—5, 
1x + 3y — 6z-= --1, z+3z—= 16, 
7x + 9y — 92 — 5. oy — z = 10. 
1240. f z+y+z— 36, 1241. 7z-+ 2y + 3z — 15, 
2xz—3z— —11, OZ — 3y + 2z— 15, 
Gxz — 5z = 7. 10x — 11y + 5z = 36. 
1242. z+y+z=a, 1243. Z—y+z—=a, 
z—y—+z=b, z+y—2=b, 
T+y—2=cC. Yy+z—z=c. 
1244. Trouver toutes les solutions du système 
z+2y—4z— A, 
Ces —1, 
Z—y—2z—= — 2. 


1245. Trouver toutes les solutions du système 
27—y+z= —2, 
z+2y+3z= —1, 
TZ — 3y — 27 = 3. 
1246. Trouver toutes les solutions du système 
Iz—y+2z=5, 
2z — y—2= 2, 
&xz—2y—22—= —3. 
1247. Déterminer les valeurs de a et de b pour que le système 


3z—2y+z=b, 
Oz —8y+9z=3, 
2z2+y+az= —1 
1) admette une solution unique; 
2) n'ait pas de solution; 
3) possède une infinité de solutions. 
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1248. Démontrer que si le système 


ax + by = C4, 
{ Got ++ Day = Co, 
a3T + bay = C3 

est compatible, on a 
a bic 
az Vs C2 | —=0. 
az Ds Cs 


1249. Trouver toutes les solutions du système 


2z+y—2z—=0, 
z+2y+z—=0, 
2z2—y+3z—0. 


1250. Trouver toutes les solutions du système 
z—y—2z—=0, 
z+4y+2z=0, 
3Sz + 7y + 3z = 0. 


1251. Déterminer la valeur de a pour que le système d’équa- 
tions homogènes 


axz— 14y+15z=0, 


3z— 2y+z=0, 
z+2y—3z=0 


admette une solution différente de zéro. 


$ 6. Déterminants du quatrième ordre 


Les propriétés des déterminants données au $ 4 sont vraies pour les dé- 
torminants d'ordre Sd Le Dans ce paragraphe on appliquera ces pro- 
priétés pour calculer des déterminants du quatrième ordre. 

On demande dans les exercices 1252—1260 de calculer les 
déterminants du quatrième ordre. 


1252. | —30 00 1253. [2 —13 4 
22 00 0 —15 —3 

13 —10|- 0 05 —3 

15 35 0 00 2 


1254-1261] $ 6. Déterminants du quatrième ordre 205 


1254. [2 —1 1 0 1255. | 2 3 —3 
0 12 —1 2 1 —1 
3 —12 3| 6 2 
3 16 1 
1256. 8 7 


© 
Oo © D À 


œ © R 9 


1258. | abc d 1259. 


OR Rnhn se N 
9 LR op RL O©c 
As œn na © » 


R À œ N° 


d e O0 0 
1261. Démontrer que si le système 


At + Biy + C2 + Di =0, 
A2z + B2y + C2 + D2=0, 
Ast + Bsy +Cs2+ Ds=0, 
Ajz+ Biy+Ciz+ D,=0 


est compatible, on a 
A; B; Ci D; 
À» B2 C2 D; 
A3 B3 Cs Ds 0 
A4 B4 Ci D, 


RÉPONSES ET INDICATIONS AUX PROBLÈMES 


Première partie 


1. Voir fig. 54. 2. Indication. L'équation | x | = 2 est équivalente aux 
équations z = —2 et x = 2; par conséquent, on obtient deux points A; (—2) 
et A2 (2) (fig. 55). L'équation | z — 1 | = 3 est équivalente aux deux équations 
z—1——3 et z—1— 3, d'où on trouve z — —2 et z — 4 auxquelles 
correspondent les poin:s B, et B2 (fig. 55). Dans les autres cas, les solutions 
sont analogues. 3. Les oints se trouvent : 1) à droite du point #, (2) ; 2) à gauche 
du point M: (3), M, : mmpris; 3) à droite du point M3 (12); 4) à gauche du 
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point M4 +) , M4 compris; 5) à droite du point A; +) ;: 6) à l’intérieur 


du re limité par les points Me (1) et M2 (3); 7) à l'intérieur du segment 
limité par les points M}(—2) et M: (3), M3 et M2 compris; 8) à l'intérieur 


(l 


on 
H CE O0 D A B 


RE 


Fig. 54 


du segment limité par les points 4 (1) et B (2); 9) à l'extérieur du segment 
limité par les points P (—1) et Q (2); 10) à l'extérieur du ent limité par 
les points À (1) et Z (2) ; 11) à l’intérieur du segment limité par les points P (—1) 
et Q(2); 12) à l'intérieur du segment 
/ limité par les points M (9) et N (5), 
NE. M et ee r1s : 13) à UC) du 
segment limité par les points M et 
A  — N(5); 14) à l'extérieur du segment 
B, limité de les points P, (—4) et Qi: (3): 
15) à l'intérieur du segment limité par 
Fig. 55 les points P; (—4) et Q:(3), P1 et Q: 
compris. 4. 1) AB= 8, | AB | = 8; 2) 
AB = —3, | AB | = 3; 3) AB = 4, 
| AB | = 4; 4) AB = 2, | AB | = 2; 5) AB = —2, | AB|=2; 6) AB = 2, 
|AB|\ = 2.5.1) —2; 2) 5; 3) 1; 4) —8; 5) —2 et 2; 6) —1 et 5; 7) —6 et 4; 
8) —7 et —3. 6. 1) A l'intérieur du segment limité par les points À (—1) et 
B (1); 2) à l'extérieur du segment limité par les points À (—2) et B (2); 
3) à l’intérieur du segment limité par les points À à et B (2), À et B compris; 
4) à l’extérieur du segment limité par les points À (—3) et B (3), À et B compris; 
5) à l’intérieur du segment limité par les points À (—1) et B (5); 6) à l'inté- 
rieur du segment limité par les points À (4) et B (6), À et B compris; 
7) à l'extérieur du segment limité par les points À (—1) et B (3), À et B com- 
pris; 8) à l'extérieur du segment limité par les points À (2) et B (4), À et B 
compris; 9) à l’intérieur du segment limité par les points À (—4) et B (2); 
10) à l'extérieur du segment limité par les points À (—3) et B (—1); 11) à l’inté- 
rieur du segment limité par les points À (—6) et B (—4), À et B compris; 
12) à l'extérieur du segment limité par les points À (—3) et B (1), À et B com- 
1 


: PB 
pris. 7.1)1;2) —2;3)2; 4) +59 —%.8. M= = 3h: 


AC | BC 1 BA 3 
On Sr 7 nr 
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Z—Z; __Zi+ x 
1 17 13 NU 1 nn. à c. 


9. À — 


| i.z= HER. 12. 1) 4: 2) 2: 3) —2: 


B.(3, 0), Ce(—5, 0), Dx(—3, 0), Ex (—5, 0). 19- 4, (0, 2), B, (0, 1), 
G, 9. 20. L 


0, —2 ’ D 0, ’ E 2 2, —3) , 2) (—3, — 2) , ) (— , , 
à" (C3, . 5" , —6); 6) (a, 5. 2) ÿ (1, 2); 2) (—3, —1); 3) (2, —2); 
4) (2,5); 5) (—3, —5); 6) (—a, b). 22. 1) (—3, —3); 2) (—2, 4); 3) (2, —1); 


4) (5, 3); 5) (5, 4); 6) (—a, —b). 28. 1) (3, 2); 2) (—2, 5); 3) (4, —3) 
24.1) (—5, —3); 2) (—3, 4); 3) (2, —7). 25. 1) Dans le premier et le troisième ; 


E 


Fig. 56 Fig. 57 


2) dans le deuxième et le quatrième ; : dans le premier et le troisième ; 4) dans 
le deuxième et le quatrième; 5) dans le premier, le deuxième et le quatrième : 
6) dans le deuxième, le troisième et le ques 7) dans le premier, le troisième 
et le quatrième; 8) dans le premier, le deuxième et le troisième. 26. Voir la 


fig. 57. 27. (3. —+), (2.+). (3. +), 4, —2), (5, 1). 28. (1,2) , 
(5, +). (2,5%), (4. —+ nr), (3,nr—2). 29. c(3. 1) 
et D (5, EL) . 30. (2, +) . 31. À (3. —+) , B (2. 2) , 
C (1, 0),D (5. +) ,E(3, 2—x), F(2, n — 1).32. M, (3, 0), M2 (2. | 

M, (2. —+) , Ma (s, +) , Ms, ), Me (152) . 33. ( +) | 


34. d = V/p? + pà — 2p1P2 cos (62 — 6). 35. d = 7. 36. 9 (17—4 1/3) unités 
de surface. 37. 2 (13 + 6 1/2) unités de surface. 38. 28 V/3 unités de surface. 


39. S =+ Papa [sin (8, — 6:)]. 40. 5 unités de surface. 41. 3 (4 V3— 1) 
unités de surface. 42. M, (0, 6), M2 (5, 0), M3 (V2, V2), M, (5, —5 V3), 


Ms (—4, 4 V3), Ma (6 V3, —6). 43. M, (5. +) , M2(8, x), M; (2, +) , 
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3 

M, (2. — a). Ms(2. —+) . 44.1) 3: 2) —3:3)0:4)5:;5) —5; 6) 2. 
47. 1) X =14, Y=3; 2 X—=—4, Y—=—2; 3 X=1, Y = —7; 
4) X =5, Y =3. 48. (3, —1). 49. (—3, 2). 52. 1) X — — 6, Y = 6 V3; 
2X=3V3, Y = —3; 3) X = V2, Y — — V/2. 53. 1) 5; 2) 13; 3) 10. 
54 Dd=2,0=+;%4=6,0=—+;34—4,0 = À. se ad = 
= 1/3, 2——<n; b) d=5, 8 = arctg + — 1; c) d=13, 0=71— 
— arctg À; d) d=— V/234, 8 — — arctg 5. 56. a) 3; b) —3. 57. a) (—9, 3); 


b) (—9, —7). 58. a) (—15, —12); b) (1, —12). 59. —2. 60. Vi +. 
61. 4. 62. 1) —5; 2) 5. 63. 1) 5; 2) 10; 3) 5; 4) V5; 5) 2 V2; 6) 13. 64. 137 
unités de surface. 65. 34 unités de surface. 66. 8 V/3 unités de surface. 
67. 13, 15. 68. 150 unités de surface. 69. 4 V/2. 73. M:MiM3 est obtus. 


75. BAC = 45°; ABC = 45°, ACB = 90°. 76. 60°. Indication. Cal- 
culer la longueur des côtés du triangle, puis appliquer le théorème des cosinus. 
77. M,(6, 0) et M2(—2, 0). 78. M1 (0, 28) et M2(0, —2). 79. P, (1, 0) 
et P; (6, O). 80. Ci (2, 2), Ra = 2: C2 (10, 10), R2 = 10. 81. Ci (—3, —5), 
C2(5, —5). 82. M2 (3, 0). 83. B (0, 4) et D (—1, —3). 84. Les conditions 


96. (5. —2) . 97. 2 VE. 98. (—11, —3). 99. 4. 100. 4 = AP — 2: À, — 


BC 
AC .s _ BA 2 
= 5753; 257.101. 4 (3, —1) et B (0, 8). 102. (3, —1). 


103. (4, —5). 104. (—9, 0). 105. (0, —3). 106. 1 : 3, en comptant à partir 
du point B. 107. (43. 1) . 108. zx — HTETE = EE. 


3 
109. M (—1, 0), C (0, 2). 111. (5, 5). 112. e a, St) . 113. É a, nc) | 
4114. SA TRE CPE. y = MY NY2TPYS 445. (4, 2). Indica- 


+ nt p m+n+p | 
tion. Le poids du fil homogène est proportionnel à sa longueur. 116. 1) 14 uni- 
tés de surface; 2) 12 unités de surface; 3) 26 unités de surface. 117. 5. 


118. 20 unités de surface. 119. 7,4. 120. x = — 2 v=4 4. 1.z= Z | 
je a+. 122. (0, —8) ou (0, —2). 123. (5, 0) ou (—+, 0). 124. (5, 2) 
ou (2, 2). 125. Ci(—7, —3), Di (6, —4) où C2 (17, —3), Da (18, —4) 
126. Ci (—2, 12), Di (—5, 16) ou C2 (—2, +) , Da (—5, =) .127. 1)z= 
= 2 +3, y=y +4; 2)z=2 —2, y=y +1;3) z= 2 —3, y = 
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= y" + 5. 128. À (4, —1), B (0, —4), C (2, 0). 129. 1) À (0, O0), B (—3, 2), 


C'(0, 0). 130. 1) (3, 5); 2) (—2, 1); 3) (0, —1); 4) (—5, 0). 131. 1) z — 

_z —y V3 _z V3+7y. _z+7y _—z+y : 

a a Ps 

= —ÿy", y=z"; 4) z= y", = — zx'; 5) = —12, y=—7y. 
V3 3 


132. À (3 V3, 1), B (5. +) , CG — V3). 133. 1) M(V2, 2 V2), 


N (—3 V2, 2 V2), P(— V2, —2 V2); 2) M (1, —3), N (5, 1), P (—1. 3); 
134. 1) 60° ; 2) —30°. 135. O0’ (2, —4). 136. z — 2° + 1, y — y' — 3. 137. x — 


3 ’ La ’ LA 
het +5 y’, RE. + y 138. Mi(1, 5), M2(2, 0), 
M:(16, —5). 139. À (6, 3), B (0, O), C (5, —10). 140. 1) O’ (3, —2), & = 90°: 
2) O'(—1, 3), & = 180°; 3) O' (5, —3), œ = — 45°. 141. z— — 19 2 


17 
8 8 15 
17 Ÿ + 9, y 11 © 13 Ÿ 3. 142. M1 (1, 9), M2 (4, 2), M3 (1, —3), 


Mi (0, 2+ V3), Ms (1 + V3, 1). 143. M: (0, 5), M2(3, 0), Ms (—1, 0), 
Mu (0, —6), Ms (V3, 1). 144. M1(2, 0), M: (1, —+), Ms (3, +). 


2 


M. (2. — +) , Ms (2, +) . 145. M, (v£ +2) Mo (2. —+) | 


fl 7 5) : 
M, (2. 5) , M, (2354) , Ms (a. -5a) … 446. fx, y) = 2az — «. 


147. 1) f(x, y) = 2az; 2) f(x, y) = — 2axz — a?. 148. f(x, y) = Ar? + 
+ 4y3 + 2a1. 149. f (x, y) = 4r3 + 4y3 — 4az — 4ay + 4at. 150. f (x, y) = 
= y® — 25. 151. f(x, y) = 2ry — 16. 152. Dans une rotation des axes, 
la fonction ne change pas d'expression. 153. (3, 1). 154. Ce point n'existe pas. 
155. +45° ou +135°. 156. 30°, 120°, —60°, —150°. 157. M1, M; et M, se trou- 
vent sur la courbe; M2, M, et Ms n’appartiennent pas à cette courbe. L'équa- 
tion définit la bissectrice du deuxième et du quatrième quadrant (fig. 58). 
158. a) (0, —5), (0, 5); b) (—3, —4), (—3, 4); c) (5, 0); d) sur la courbe 
donnée ce point n'existe pas: e) (—4, 3), (4, 3); f) (0, —5) ; g) ce point n'appar- 
tient pas à la courbe donnée. L'équation définit un cercle de centre O (0, 0) 
et de rayon 5 (fig. 59). 159. 1) La bissectrice du premier et du troisième 
quadrant ; 2) la bissectrice du deuxième et du quatrième quadrant ; 3) la droite 
est parallèle à l'axe Oy et découpe sur le demi-axe positif Oz un segment de 
longueur 2 à partir de (orieine des coordonnées (fig. 60) ; 4) la droite est paral- 
lèle à l'axe Oy et découpe sur le demi-axe négatif Oz un QE var de longueur 3 
à pese de l'origine des coordonnées (fig. 60); 5) la droite est parallèle 
à l'axe Oz et découpe sur le demi-axe positif Oy, en partant de l'origine des 
axes, un segment de longueur 5 (fig. 60); 6) la droite est parallèle à l'axe Oz 
et découpe sur le demi-axe négatif Oy un segment de longueur 2 en partant 
de l'origine des coordonnées (fig. 60) ; 7) la droite coïncide avec l’axe des ordon- 
nées; 8) la droite coïncide avec l'axe des abscisses : 9) la courbe est composée 
de deux droites: la bissectrice des premier et troisième quadrants et la droite 
qui coïncide avec l'axe des ordonnées: 10) la courbe se compose de deux droites: 
la bissectrice du deuxième et du quatrième quadrant et la droite qui coïncide 
avec l'axe des abscisses; 11) la courbe se compose de deux bissectrices des 
quadrants (fig. 61); 12) la courbe s compose de deux droites: la droite qui 
coïncide avec l'axe des abscisses et la droite qui coïncide avec l’axe des ordon- 
nées; 13) la courbe se compose de deux droites parallèles à l'axe des abscisses 
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et qui découpent sur l'axe des ordonnées des ents de longueur 3 et —3 
à partir de l'origine des coordonnées (fig. 62) ; 14) la courbe se compose de deux 
droites parallèles à l'axe Oy et qui découpent sur le demi-axe positif Oz des 
segments de longueur 3 et 5 à partir de l'origine des coordonnées (fig. 63); 


NB 


Fig. 58 Fig. 59 


15) la courbe se compose de deux droites parallèles à l'axe Oz et qui découpent 
sur le demi-axe négatif Oy des segments de longueur 1 et 4 à partir de l'origine 
des coordonnées (fig. 64) ; 16) la courbe se compose de trois droites: une droite 
coïncidant avec l'axe des abscisses 
et deux droites parallèles à l’axe des 
ordonnées qui découpent sur le demi- 
axe positif des abscisses des segments 


ÿ 


Fig. 61 


de longueur 2 et 5 à partir de l'origine des coordonnées ; 17) la courbe se compose 
de deux rayons: les bissectrices du premier et du deuxième quadrant (fig. 65); 
18) la courbe s con pee de deux rayons: les bissectrices du premier et du 
quatrième quadrant (fig. 66,a); 19) la courbe se compose de deux rayons: les 
bissectrices du troisième et du quatrième quadrant (fig. 66,b); 20) la courbe 
se compose de deux rayons: les bissectrices du deuxième et du troisième quadrant 
(fig. 66,c); 21) la courbe se compose de deux rayons situés dans le demi-plan 
supérieur, issus du point (1, 0) et dirigés parallèlement aux bissectrices des 


Fig. 62 


Fig. 66 


Fig. 63 
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quadrants (fig. 65) ; 22) la courbe se compose de deux rayons situés dans le demi- 
lan supérieur, issus du point (—2, 0) et dirigés parallèloment aux bissectrices 
es quadrants (fig. 65); 23) le cercle de centre à l'origine des coordonnées 
et de rayon 4 (fig. 67); 24) le cercle de 

y centre O, (2, 1) et de rayon 4 (fig. ae 

25) le cercle de centre (—5, 1) et de 

A rayon 3; 26) le cercle de centre (1, 0) et 

de rayon 2; 27) le cercle de centre (0, 

—3) et de rayon 1 ; 28) la courbe se réduit 

au jo (3, 0); il s'agit d’une courbe 

dégénérée ; 29) la courbe se réduit au 

Ne point (0, 0); il s'agit d’une courbe dé- 

ot 30) il n'y a aucun point dont 


T es coordonnées vérifient l'équation don- 
née («courbe imaginaire»); 31) il n'y 
a aucun point dont les coordonnées véri- 


fient l'équation donnée (« courbe imagi- 

naire s). 160. Les courbes 1), 2) et 4) 

assent par l'origine des coordonnées. 

CRE RE TT 

: 9 — ; a , , , ; , , 

FES (0, —8); 8) a) (10, 0), (2, 0): b) 

a courbe ne coupe pas l'axe Oy; 4) la 

courbe ne coupe pas les axes de coordonnées; 5) a (0, 0), (12, 0); b) (0, O), 
(0, —16); 6) a) la courbe ne coupe pas l’axe Oz; b) (0, —1), (0, —7); 7) 

courbe ne coupe pas les axes de coordonnées. 162. 1) (2, 2), (—2, —2); 


Fig. 68 Fig. 69 


2 4 


2) (1, —1), (9, —9); 3) (3, —4), (1 5° —4 — : 4) les courbes ne se coupent 


pas. 163. Les points M,, M et M, se trouvent sur la courbe donnée ; les points 

M3 et M; n'appartiennent pas à la courbe. L'équation définit un cercle (fig. 68). 

164. a) (6. 2) : b) (6. | +) : c) (3, 0); d) (2 V3, =) : la droite est 

perpendiculaire à l'axe polaire et découpe sur celui-ci un segment de longueur 3 
1 


à partir du pôle (fig. 69). 165. a) (1. 5) . b) (2. =) " (2, 5 x) | 


c) (vz +) et (V3. £ a) : la droite se trouve dans le demi-plan supérieur, 
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elle est parallèle à l’axe polaire et se trouve à la distance 1 de celui-ci (fig. 69). 
166. 1) Le cercle do centre au pôle et de rayon 5; 2) le rayon issu du pôle et 
faisant avec l'axe polaire l’angle F (fig. 70); 3) le rayon issu du pôle et 


NY 


Fig. 70 


faisant avec l'axe polaire l'angle + (fig. 70); 4) la droite perpendiculaire 


à l'axe polaire et découpant sur celui-ci un segment de longueur & = 2 à partir 
du pôle ; 5) la droite qui se trouve dans le demi-plan supérieur, parallèle à l’axe 
polaire s? distanto de celui-ci de 1 ; 6) le cercle de centre C, (3, 0) ct de rayon 3 


P=58 


Fig. 72 Fig. 73 


(fig. 71); 7) le cercle de centre C: (5, TL} et de rayon 5 (fig. 71) ; 8) la courbe 


9 
se compose de deux rayons issus du pôle tels que l’un fait avec l'axe polaire 
l'angle = et l’autre, l’angle + x (fig. 71); 9) la courbe représente deux cercles 
concentriques de centres au pôle tels que leurs rayons r sont donnés par la for- 
mule r — CEILE + sn, où n est un nombre positif quelconque ou zéro. 


167. Fig. 72 et fig. 73. 168. Fig. 74 et fig. 75. 169. Fig. 76. 170. Le segment, 


Fig. 76 
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ec 


Fig. 77 


Fig. 73 


IT 
2 
gum 6x (fig. 17). 71 En cinq parties (fig. 78). 172 P (12, 5) (fig. 79). 


173. Q (81, 4) (fig. 80). 174. Les droites r + y — 0. 175. Les droites z + 7 = 0. 
176. Les droites y + b —0. 177. y+ 4 — 0. 1978. x — 5=— 0. 179. 1) La 
droite z — y = 0: 2) la droite z + y = 0; 3) la droite z — 4 = O 4) la droite 
y — 2 = 0. 180. Les droites 4ar + ce = 0. 181. 2? + y° = r2? 482 (r — a)° + 
+ (y — À) = 7. 183. 22 + y? — 9. 184. 22 + y3 = 16. 185. r° + y? = a2. 


contigu au pôle, a pour longueur — , chacun des autres segments a pour lon- 


— LN2 2 — — _—— — — — —— == = . 
186. (2 — 4)° + y? = 16. 187. 5 + du 5 — 16 1. 189. y? = 127 
192. La parabole y? = 2pr. 193. L’ellipse 55 +=. 194. L'hyperbole 
x y? 


15 0 7 1.195. L'ellipse _. += 1.196. La branche droite de l'hyperbole 
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2 2 
TS — 4. 197. La parabole y? = 207. 198. p cos 60 = 3. 199. = ; 
200. tg 60 = 1. 201. psn0+5—0, p sin 60 — 5 — 0. 202. pe ee 
203. Lés conditions de l'exercice sont vérifiées par deux cercles dont les équa- 
tions en coordonnées polaires sont p + 6 sin 0 = 0, p—6 sin 6 — 0. 204. 


z=acost, ze y? … ab cost 

y=bsins, J'ert os et NS es PT 
6 
P°3 


Fig. 79 


absint 206. ie ab cost L " 


7 Vs sin? + b?cos2t V &% cost t — a? sin? t 
abSiNE 207. 4) z= 4, y=t: 2) z= 2pcotet 1, y — 
y: cos? t — aî sin° 2p É d 
=2p cotgt; 3) 2=+ cotgt—, y— 


n z = 2R cos? 6, 
= pcotg- . 208. D, — R sin 28; 


2) z=R sin 26, 3) z=— 2p cotg* 6, 
y = 2R sin3 6; y = 2p cotg 6. 
209. 1)z—wy—0; 2) 2 + y — 
2 : z3 y? : 
—a=0; ds + — 0; 
2 y? 
4) 10; 5) 22 + y? — 
— 2Rz=0;, 6) x1+ y? — 2Ry = 
—0;. 7) Dpr — y = 0. 210. Les 
points M5, M3 et M, se trouvent 
sur la roite ; les points M2, Ms 
ct Mg n'appartiennent pas à cette 
Fig. 80 droite. 211. 3, — 3, 0, —6 et —12. 
18- 212. 1, —2, 4, —5 ct 7. 213. (6, 0), 
(0, =h). 214. (3, —5). 215. À (2, —1), 
B (—1, 3), C(2, 4). 216. (1, —3), (—2, 5), (5, —9) et (8, —17). 217. S = 


= {7 unités de surface. 218. C; (—1, 4) ou C2 (F. 7). 219. (1, —1) 


ou C2(—2, —10). 220. 1) 2r — 3y + 9 = 0; 2) 3z—y—=0; 3) y+2—=0; 
4) 32 + 4y — 12 = 0: 5) 22 +y+5=0; 6) z + 3y — 2 = 0. 221. 1) k = 
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_ + à. = = 2. _ _3 
= 5, b=3; 2) k=—+,b=2; 3 ke, b=—< 5; 4) k=—+ 
b=0; 5) k=0,b= 3. 222. 1) —© ; 2) ©. 223. 1) 2z+ 3y—7—0; 


2) 3z — 2y — 4 — 0. 224. 3x + 2y = 0, 2x — 3y — 13 — 0. 225. (2, 1), 
(4, 2), (—1, 7), (1, 8). 226. (—2, —1). 227. Q (11, —11). 228. 1) 3z — 2y — 
—71=0; 2) 5z37+y—7—=0; 3) 8x + 12y + 5 = 0; 4) 5z + Ty + 9 = 0; 
9) 6x — 30y — 7 — 0. 229. a) k= 7; Dk=sic) k=—<+. 230. OZ — 
— 2y — 33 = 0, z + 4y — 11 = 0, 7x + 6y + 33 = 0. 231. 7z — 2y — 12 — 
= 0, 5z + y — 28 = 0, 2z — 3y — 18 = 0. 232. z + y + 1 — 0. 233. 2x + 
+ 3y — 13 — 0. 234. 4x + 3y — 11 = 0, z+y+2—=0, 3x + 2y — 13 — 
= 0. 235. (3, 4). 236. 4x + y — 3 = 0. 237. rx — 5 — 0. 238. Equations 
des côtés AB: 2z7+y—8—=0; BC:z+2y—1—0; CA:z—y—1—= 0. 
Equations des médianes menées par le sommet 4 : x — 3 — 0; par le sommet 


B:z+y—3-=0; par le sommet C:y=0. 239. (—7,0), (0. +2+) | 


242. (1, 3). 243. 3z — 5y+ 4 =0; z + 7y — 16 = 0; 3x — 5y — 22 = 0; 
z + 7y + 10 = 0. 244. Equations des côtés du rectangle: 2z — 5y + 3 = O0, 
2x — 5y — 26 = 0; équation de sa diagonale: 7z — 3y — 33 — 0. 245. 5z + 
+ y — 3 = 0 — la bissectrice de l’angle intérieur; z — 5y — 11 = 0 — celle 
de l'angle extérieur. 246. z + y — 8 — 0, 11z — y — 28 = 0. Indica- 
tion. Deux droites satisfont à l'énoncé: l’une d'elles passe par le point P 
ct le milicu du segment réunissant À ct B; l’autre passe par P parallèlement 


au segment AB. 247. (—12, 5). 248. M, (10, —5). 249. P (5 F 0) 7 
Indication. Voici la marche à suivre que nous proposons pour cet exerci- 
ce: 1) on établit que M et N sont situés du même côté de l'axe des abscisses: 
2) on trouve un point symétrique de l’un des points donnés par por à l'axe 
des abscisses, par exemple N;, symétrique de N ; 3) on forme l'équation de 
la droite passant par M et N,; 4) résolvant l'équation ainsi obtenue simultané- 
ment avec l'équation de l’axe des abscisses, on obtient les coordonnées du 


point cherché. 250. P (0, 11). 251. P (2, —1). 252. P (2, 5). 253. 1) q@ = = ; 


2) p = _ ; 3) @ = 0, les droites sont parallèles; 4) ® = arctg Ê 254. z— 
— 5yÿ+3—=0 où 5z + y — 11 — 0. 255. Equations des côtés du carré: 
4z + 3y + 1 = 0, 3z — 4y + 32 = 0, 4x + 3y — 24 = 0, 3z — Ay + 7 = 0; 


D Oo > 
NH Q & 
| = 
| --] 
ee 


a+ 
ET 
| & 
® 


sa seconde diagonale: z + 7y — 31 = 0. 256. 3z — 4y + 15 = 0, 
30 = 0, 3x — 4y — 10 = 0, 4x + 3y — 5 — 0. 257. 2r + y — 
2x 


—16—=0,27+y+14 = 0, zx — 2y — 18 = 0. 258. 3z — y + 9 = 0, 3z + 
+ y +9 = 0. 259. 29xr — 2y + 33 = 0. 262. 1) 3z — Ty — 27 = 0; 2) r + 
+ 9y + 25 = 0; 3) 2x — 3y — 13 = 0; 4) z — 2 = 0; 5) y + 3 = 0. 264. Les 
couples de droites 1), 3) et 4) sont perpendiculairos. 266. 1) @ = 45°, 2) qœ = 


o® 
* 
en 


3) p = 90°. 267. M3(6, —6). 268. 4r — y — 13 = 0, r—5= O0, 
z+8y+5—=0. 269. BC: 3z+4y—22=0; CA: 2x — Ty —5 = 0; 
CN: 3z + 5y — 23 = 0. 270. z+2y—71—=0; z—4y—1—=0; z — y + 
+2—=0. Indication. Voici la marche à suivre que nous proposons pour 
cet exercice : 1) on établit que le sommet À ne se trouve sur aucune des droites 
données: 2) on trouve le point d’intersection des médianes, que l’on désigne, 
par exemple, par M. Connaissant le sommet À et le point M, on peut former 
l'équation de la troisième médiane; 3) sur la droite qui passe par les points 
A et M, on construit le segment MD = AM (fig. 81). Ensuite on détermine 
les coordonnées du point D, connaissant le point M, milieu du segment AD, 
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et l'extrémité À ; 4) on établit que le quadrilatère BDCM est un parallélogram- 
me (ses diagonales se coupent en leur milieu) et on forme les équitions de DB 
et DC ; 5) on calcule les coordonnées des points B et C ; 6) connaissant les coor- 
données de tous les sommets du triangle, on est en mesure de donner les équa- 
tions des côtés. 271. 3z — 5y — 13 = 0, 
8z — 3y + 17 = 0, 5x + 2y — 1 = 0. 
272. 22—y+5—=0, 2r+y—7— 
—=0,z—2y—6—0. Indication. 
Si le point À est donné sur l’un des 
côtés de l'angle, le point symétrique de 
A par rapport à la bissectrice de l'angle 
se trouve sur l’autre côté de l'angle. 
253. 4z— 3y+10—=0, 7r + y — 
20 = 0, 3z + 4y—5—0. 274. 4z + 
1 + 7y—1—=0,y—3—=0, 4r + 3y — 
— 5—= 0. 275. 3z + 7y—5—=0, 3z + 


Fig. 81 276. z—3y—23—0, 7x + 9y + 

° + 4149—=0, 4x + 3y + 13 — 0. 277. 
z+y—7—=0, 7y +5 = 0, z — 

— 8y + 20 = 0. 278. 2r + 9y — 65 = 0, 6z — Ty — 25 — 0, 18z + 13y — 
— M —0. 279 z+2y—0, 23z + 25y = 0. 280. 8r — y — 24 = 0. 


283. 3x + y — 0, x — 3y — 0. 284. 3x + 4y — 1 = 0, 7z + 24y — 61 = 0. 
285. 1) a = —2, 5y — 33=0; 2) a, — 
= —3, z—56—0; a: = 3, 5r+8—0; 
3) a; = 1, 37 — 8y = 0; a+, 332-- 


— 956y = 0. 286 m—7, n— —2, 
; 4, n=2; z — 
— 5—0. 258. 1) (5, 6); 2) (3, 2); 


1 1). 1). 
» (4 so (ds 
(—*, 2} . 291. 4) Pour a - 3; 2) pour 
a=3etb < 2;3 pour a = 3 et b = 2. 
292. 1) m——4, nz2 ou m=4, 


n£—2; 2) m——4, n=2 ou m — 
= 4, n——2; 3) m—0, n prend une 


valeur arbitraire. 293. m — D 294. Deux 
valeurs de m satisfont à l'énoncé : Fic. 82 

my, = 0, m2 = 6. 295. 1) se coupent; 2) B- °- 

ne se coupent pas; 3) ne se coupent 

as. 298. a = —7. 299. 4) +4, 2) + Ÿ 4, 3) + #4; 
Pa Nr PAC RD NN eg Ur ve 

_ = ol i . i 
4) 33 Tr 3781: ©) 175 1/2 1 (fig. 82) 300. 6 unités de surface. 


301. zty+4—0. 302 z+t+y—5—=0, z—y+1—=0, 3z — 2y = 0. 
303. Solution. Ecrivons l'équation de la droite cherchte en fonction 
des coordonnées à l’origine 


Il s'agit de déterminer la valeur des paramètres a et b. Le point C (1, 1) se 
trouvant sur la droite cherchée, ses coordonnées doivent satisfaire à l'équation 
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(4). Dans cotte équation, substituons aux coordonnées courantes Îles coordon- 
nées de C; après réduction au dénominateur commun, on a: 


a + b = ab. (2) 
Remarquons maintenant que l'aire S du triangle formé par la droite et l'angle 


des coordonnées est donnée par la formule + S = : + S dans le casoü a et b 


sont de même signe, et — S$ quand ces segments sont de signes contraires. Con- 
formément à l'énoncé, on a: 


ab = + 4. (3) 
Trouvons la solution du système d'équations (2) et (3): 
a+b=—à4, a+b= —4, ne : 
ah Aa } il vient : 
a=2, b=2; a =—-2+27%/2, b = -2—2V/2; a3— —2— 2 V/2, 
bs = —2+ 2/2. Il y a donc trois droites qui satisfont à l'énoncé. Substi- 
tuons dans l'équation (1) les valeurs des paramètres a et b que l’on a trouvées : 
T y Z y E . y 
+, ————©>© + ——————Îû@ À, ———————>@© $ ——— 1, 
2T 2% Zz}2y2 2-22 2-22 2142 Va 
après simplification, nous avons: z+y—2=0,(1+7V/2)z+(1—V2)y—2=0, 
(1—7V2)z+(14+V2)y—2=0. 304. Les trois droites suivantes satisfont 
à l'énoncé: (V/2+1)z+(V/2—1) y—10—0, (V2—1)z+(V2+1)y+10=0, 
z—y—10=0. 305. 3z—2y—12—=0, 3z— 8y +24 —0. 306. x + 3y—30 — 0, 3x + 
+ 4y— 60=—0, 3z —y— 30 —0, z—12y—+ 60—0. 307. Deux droites coupant respec- 
tivement les axes de coordonnées aux points (2,0), (0, —3) et (—4, 0), (o, +) 
satisfont à l’énoncé. 308. S => 2r:ys. 309. Les droites 1), 4), 6) et 8) sont données 


par des équations normales. 310. 1) F2 y—2=0; 2) —52+5y—10=0; 


5 
12 Hi) —. 2 __1 ae 
3) —332+33v9 — 10; 4) z—2—=0; 5) 7Æ 7Æ 4 — 0. 
81.1)a=0,p=2;2)a=np=2;3a=s,p=ê; 4) a=—-+, 
9 
p=3;5o=<,p=3;60a=—T, p=V2;Da=—--zn, p=i; 


8) a=—68, r=—q; 9) a—p—1x, p—g. 312. 1) 0 — —3, d = 3; 2) d—1. 
d=1; 3) Ü—=—4, d—4; 4) d —0, d — 0 — le point se trouve sur 
la droite. 313. 1) D’un même côté, 2) de part et d'autre; 3) d'un même côte ; 
4) d'un même côté; 5) de part et d'autre. 314. 5 unités de surface. 
315. 6 unités de surface. 318. Il est convexe. 319. Il n'est pas convexe. 
320. 4. 321. 3. 322. 1) d= 2,5; 2) d=3; 3) d=0,5; 4) d = 3,5. 
323. 49 unités de surface. 325. Dans le rapport 2 à 3, en comptant à partir 
de la deuxième droite. 326. Solution. Le problème qui consiste à faire 

asser deux droites par le point P à La distance 5 du point Q revient 
a mener par le point P les tangentes au cercle de rayon 5 et de centre en Q. 
Calculons la distance QP ; QP = V(2—1)+ (7 — 2) = 7/26. Nous voyons 
que QP est plus grand que le rayon du cercle; on peut donc mener par le point 
P les tangentes à ce cercle. Passons à la mise en équation. L'équation de toute 
droite passant par le point P est de la forme 


y—1T=k(z— 02) (1) 
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soit encore kz — y + 7 — 2k = 0, où k est le coefficient angulaire, inconnu 
pour le moment. Ramenons cette équation à sa forme normale. Pour cela déter- 


minons le facteur de normalisation p = + . En multipliant l’équa- 


| V3 +1 
tion (1) par u, on obtient l'équation normale cherchée 


kr — ee 
Re 2 à (2) 
+ Vk2+1 
En substituant dans le premier membre de l'équation (2) les coordonnées du 


[k—2+7—2k] 


point Q.,on a — 5. Résolvant l'équation, on trouve deux 


Ve +1 
valeurs de k: k, = — 5 et k: — 0. En substituant les valeurs ainsi obtenues 
du coefficient angulaire dans l'équation (1), on trouve les équations cherchées: 
y—T=— (x 2) où 5z+ 12 —94=0 et y—7—0. Le problème 


est résolu. 327. 7z + 24y — 134 = 0, z — 2 = 0. 328. 3z + 4y — 13 = 0. 
330. 8z — 15y + 9 = 0. 331. 3z — 4y — 25 = 0, 3x — 4y + 5 = 0. 332. Deux 
carrés disposés symétriquement par rapport au côté AB satisfont à l'exercice. 
Les équations des côtés de l'un sont: 4z + 3y — 8 = 0, 4x + 3y + 17 = 0, 
3z — 4y — 6 = 0, 3z — 4y + 19 — 0. Les équations des côtés de l’autre sont: 
4z + 3y—8—=0, 4z + 3y — 33 = 0, 3x — 4y — 6 — 0, 3z — 4y + 19 — 
— 0. 333. Deux carrés satisfont à l'exercice; les autres côtés d’un des carrés 
sont portés par les droites: 3x + 4y — 11 — 0, 4x — 3y — 23 = 0, 3r + 
+ 4y — 27 = 0; les autres côtés de l’autre sont portés par les droites: 3z+ 


+ 4y — 11 = 0, 4z — 3y — 23 = 0, 3x + 4y + 5 = 0. 334. 3x + 4y + 6 — 
= 0, 3z + 4y — 14 = 0 où 3x + 4y + 6 = 0, 3z + 4y + 26 = 0. 335. 12r— 
— 5y + 614 = 0, 12z — 5y + 22 = O0 où 12z — 5y + 61 = 0, 12z — 5y + 
+ 100 = 0. 336. M (2, 3). 337. 4z + y + 5 = 0, y — 3 — 0. 338. 1) 3z — 
—y+2—=0; 2) z—2y+5—0; 3) 20r — 8y — 9 — 0. 339. 1) 4z — 
— 4y +3 = 0, 2z + 2y —7—=0; 2) 4z+1—=0, 8y + 13 = 0; 3) 14z — 
— 8y — 3 = 0, 64x + 112y — 23 = 0. 340. z — 3y — 5 = 0, 3x + y — 5 — 


= 0. Indication. Les droites cherchées passent par le point P et sont 
perpendiculaires aux bissectrices des angles formés par les droites données. 
341. 1) Dans le même angle; 2) dans des angles adjacents; 3) dans les angles 
opposés par le sommet. 342. 1) Dans les angles opposés par le sommet ; 2) dans 
les angles adjacents: 3) dans le même angle. 343. A l'intérieur du triangle. 
344. A l'extérieur du triangle. 345. Un angle aigu. 346. Un angle obtus. 
347. 8z + 4y — 5 = 0. 348. x + 3y — 2 = 0. 349. 3z — 19 = 0. 350. 10r — 
—10y — 3 = 0. 351. 7z + 56y — 40 = 0. 352. x + y + 5 = 0. 353. S (2, —1). 
354. 1) 3z + 2y —7—=0; 2) 2z—y—=0;:3) y—2—=0; 4) x—1—=0; 
5) 4z + 3y —10—=0; 6) 3z — 2y + 1 —0. 355. 74z + 13y + 39 = 0. 
356. z — y — 7 = 0. 357. 7z + 19y — 2 = 0. 358. z — y + 1 = 0. 359. 4x — 
— 5y + 22 = 0, 4r + y — 18 = 0, 2x — y + 1 = 0. 360. z — 5y + 13 = 0, 
Sz + y + 13 = 0. 361. 5z — y — 5 = 0 (BC), z — y + 3 = 0 (AC), 3z — 
— y—1—=0 (CN). 362. z—5y—7—=0, 5z+ y + 17 = 0, 10z + 7y — 
— 13 = 0. 363. 2z + y + 8 = 0, z + 2y + 1 = 0. 366. C — —29. 367. a -- 
= —2. 368. Les équations des côtés du carré sont: 4x + 3y — 14 = 0, 3z — 
— hy+27=0, 3z— 4y+2—=0, 4z + 3y + 11 —0; l'équation de la 
deuxième diagonale est: 7z — y + 13 — 0. 369. x + y + 5 = 0. 370. z + 
+y+2=0, z—y—4—=0, 3z+y—=0. 371. 2 +y—6—=0, Ir + 
+ 2y + 18 = 0. 372. 3x — y + 1 = 0. 374. 3r — 4y + 20 = 0, 4x + 3y — 
—15—= 0. 375. z + 5y — 13 = 0, 5z — y + 13 = 0. 376. Les deux droites 
1z+y—9—= 0, 2x + y + 1 = 0 satisfont. 377. 5z — 2y — 7 — 0. 378. AC: 
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3x + 8y — 7 = 0, BD: 8x — 3y + 7 = 0. 379. 4x + y + 5 = 0, x — 2y — 
—{—0, 2z+ 5y — 11—0. 381. 1) p sin (B— 6) = p, p sin (5-0) =3: 


2) pcos(8 — &) = acos a, pcos (84 n) = —1; 3) p sin (B—6) — 
— asinf, psin (5e) =3. 382. p sin (B — 6) = p, sin (B — 0;). 383. 


O—a)=prcos(®, a). 384. 252 (0—0,) PF PI 2ppr cos O0). 
PR TE in (O0) /pr DE 2paps cos (Os — O9 
385. 1) 2+y—9; 2) (z— 2) + (y + 3} = 49; 3) (z — 6) + (y + 
+ 8)? = 100; 4) (z+ 1}? +(y—2} = 25; 5)(z— 1} + (y — 4) = 8; 
6) zx + y? = 16; 7) Deus) (z — 2} + (y — 4} = 10; 


+ | 
388.  (z+ 2) + (y+1)2— 20. 389. (z—5) +(y4+ 2) = 20 et 
(2—<)"+( -2)"- 20. 390. (z — 1}? + (y + 2) = 16. 391. (z + 6)+ 
+ (y — 3)? = 50 et (x — 29)? + (y + 23° — 800. 392. (z — 2)? + (y — 1}2=5 
et (22) + (+ SJ 308. 2 + 4 — 10 = 5, +84 


5 
++. 394. (zx — 2) + (y— 1) = 25 et (2478) + (1 


SCC PO RE 
+(v— +)" =1 396 (@—5+y=16, (2 +159 + 17 = 256, 
5 + (9-9 a (9) (54 9 (D re 


équations 1), 2), 4), 5), 8) et 10) définissent des cercles; 1) C (5, —2), R =5; 2) 
C(—2,0), R=8; 3) l'équation définit le point unique (5, —2); 4) C (0,5), 
R=V5,;5) C (1, —2), R=5;6) l'équation ne définit aucune figure géométrique 
du plan ; 7) l'équation définit le point (—2, 1) ; 8) C (—1/2,0), R=—1/2 ; 9) l'équa- 
tionne définit aucune figure géométrique du plan; 40) C (0, —1/2), R =1/2. 
398. 1) Le demi-cercle de rayon R = 3, de centre à l'origine des coordonnées 
et qui se trouve dans le ns supérieur (fig. 83) ; 2) le demi-cercle de rayon 
R = 5, de centre à l’origine des coordonnées et qui se trouve dans le demi-plan 
inférieur (fig. 84) ; 3) le demi-cercle de rayon R = 2, de centre à l'origine des 
coordonnées et qui se trouve dans le demi-plan gauche (fig. 85) ; 4) le demi- 
cercle de rayon R = 4, de centre à l'origine des coordonnées et qui se trouve 
dans le demi-plan droit (fig. 86); 5) le demi-cercle de rayon R = 8, de centre 
C (0, 15) et qui se trouve au-dessus de la droite y — 15 = 0 (fig. 87); 6) le 
demi-cercle de rayon R = 8, de centre C (0, 15) et qui se trouve au-dessous 
de la droite y — 15 = 0 (fig. 88) ; 7) le demi-cercle de rayon R = 3, de centre 
C (—2, à et qui se trouve à gauche de la droite z + 2 — O0 (fig. 89); 8) le 
demi-cercle de rayon R = 3, de centre C (—2, 0) et qui se trouve à droite de 
la droite z + 2 = 0 (fig. 90); 9) le demi-cercle de rayon R = 5, de centre 
C (—2, —3) et qui se trouve au-dessous de la droite g + 3 = 0 (fig. 91); 
10) le demi-cercle de rayon R = 7, de centre C (—5, —3) et qui se trouve à 
droite de la droite z + 5 — 0 (fig. 92). 399. 1) A l'extérieur du cercle; 
2) sur le cercle; 3) à l’intérieur du cercle: 4) sur le cercle; 5) à l’intérieur du 


Fig. 87 Fig. 88 
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cercle. 400. 1) x + 5y — 3 = 0; 2) x + 2 = 3) 3:—y—9—0; 
+ 1 = 0. 401. 2z — 5y + 19 = 0. 402. 7? b) 17: o 2. 403. Mi (CA pa 


y y 


Tr2=0 


Fig. 89 Fig. 90 


ct M2 (—2, —2). 404. 1) Elle coupe le cercle; 2) elle est bsente au SAR 
3) elle ne coupe pas le cercle. 405. 1) | k |< 7 à 2) k = 7: 3 1k! . 


Fig. 91 Fig. 92 


2 2 
406. 3 = P*. 407. 27 + y — 3 = 0. 408. 147 — Ty — 69 — 0. 409. 2 1/5. 
410. 27 — 3y + 8 — 0, 3z + 2y — 44 = 0. 412. 23 + y? + 67 — Qy — 17 = 
= 0. 413. 1322 + 13y° + 32 + Ty == O0. 414. Tz — dy 0. 418. 2 416. 10. 
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417. (z + 3) + (y — 3}? = 10. 418. x — 2y + 5 = 0. 419. 3x — 4y + 43 — 
— 0. 420. M; (-> +) . d=2 V5. 421. mr puy A. 422. (nu — 
— à) (z — @) + (y; — B) (y — B) = R2. 423. 45°. 424. 90°. 425. (oi — 2)? + 


+ (Bi — Ba) = RE R2. 427. z — 2y— 
— 5=0 et 2z — y — 5 = 0.428. 2r + 


+y—8—0 et z— 2y+ 11 — 0. 
429. 2z2+y—5—0, z— 2y = 0. 
430. 90°. 431. z + 2y + 5 — 0. 432. 
d=— 7,5. 433. d—6. 434. d = V/10. 
435. 3. 436. 2z + y — 1 — 0 et 2r+ 


+ y+19—=0. 437. 2z2+y—5—=0 
et 22 + y +5 = 0. 438. p = 2R cos (8 - 
— 6,) (fig. 93). 439. 1) p = 2R cos 
(fig. 94); 2) p = — 2R cos 6 (fig. 95); 
3) p—=2Rsin6 (fig. 9,6); 4) p—= 
= — 2Rsin0 (fig. 97). 440. 1) (2, 0) 


et R = 2: 2) (5.5 et R= 2: 
nr. 5 nn _ 9. 14 . 
No (-. —+) et R= +; 5) (3.5) et R=—3;: 
FE — e LIN — 2: —— = 
6) (4 +x)etR—4;7 (4, Jet 4. 441.1) 23 + y — 3z = 0; 
M 
A 
x 
Fig. 94 Fig. 95 
) +mp+ 4y = 0; 3) 2 + y — z + y = 0. 442. 1) p = cos 0; 2) p = 
— 000009) p 3004) m0; 0) pe cos D E'sin 09 pe 
—— —— 2 — d 2 LE : Mr ? 
= R sec (0— 0). 444. 1) SH =t;:2+ = 1; thai 


22 y? _.. 22 y _,. æ vi _,. z? . 
D Stat Dites 1 Diwmtz ts DEF =; 


23 y? _,. AE US. 

2 2 3 2 ° EUR … Gr 48 — | | 

z Vo ge ET pq = sn Tip Ne. 

ru sx ie ME 153) +366 = 15 4) Er +100 1 

2 LU L4.g 24 M .4) VTE 

5) 5 +2 = 1:6) += 1. 446. 1) 4 et 3; 2) 2et1; 3) 5 et 1; 4) V/15 
1 


5. di. 4. 1. ft at 
et V3: 5) Set +; 6) Het —; 7) 1 et +; 8) 1 et 4; 9) — et —; 10) 


+2 y3 : zè y 
A ra dar 0 
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et 1. 447. 1) 5 et 3; 2) Fi (—4, 0), F2 (4, 0); 3) e=<; 4) z = +2. 
448. 16 unités de surface. 449. 4) 1/5 et 3: 2) F1 (0, —2), F2 (0, 2): 3) e— 


2. 4) y = + £ . 450. AE unités de surface. 451. 7 . 452. Voir fig. 98 


Fig. 97 


453. (—3. —+) ; (—3. =) . 454. Les points À, et 4, se trouvent sur 


l'ellipse ; les points 42, 4, et As Se trouvent à l’intérieur de l'ellipse; les points 


y 


Fig. 98 Fig. 99 
Ag A5, ÂT 2: et 4:10 se trouvent à l'extérieur de l'ellipse. 455. 1) La demi- 
ellipse — LCI + = 4, ue se trouve dans le demi-plan supérieur (fig. 99); 
2) la demi-ellipse + = 1, qui se trouve dans le demi-plan inférieur 
2 
(fig. 100); 3) la demi-ellipse += 1, qui se trouve dans le demi-plan 


3 
gauche (fig. 101); 4) la demi-ellipsæ z? + _ = {, qui se trouve dans le demi- 
plan droit (fig. 102). 456. 15. 457. 8. 458. 5z + 12y + 140 =0,z—2= 0. 
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459. r, = 2,6, r: — 7,4. 460. 20. 461. 10. 462. (—5,3 V/3) et (—5, — 3 V/3). 


V'21 V2 x? TE 
A63. (—2, — +), RS cr e * . 5. ARRET FREE e 
) et (—2 Z—) + 464. 3 et 7. 465. 1) + M4; 


UT ns. FT à ou? Le 72, y? 
3 


4 
Z y 
T 
Fig. 100 Fig. 101 
2 2 3 

6) 5 + 105 1; 7) Et ht. 166. 1) V3 : 2) V2, : 3) V$; : 4) +. 467. = 

_ V2 (2270) : (y—go) - du 4 
=". 468. En, en 469. + = 1. 
2 — 9\8 = 
470. ET 4 UT 4. 471.4) C (3, —1), les demi-axes sont : 3 et 1/5, 
e=À+, les équations des directrices sont: 2r —15—0, 2z+3— 0; 
2) C (—1, 2), les demi-axes sont: 5 et 4, RER , les équations des directri- 


5) 
ces sont: 3z — 22 = 0; 3z + 28 = 0; 3) C (1, —2), les demi-axes sont: 2 V/3 


les équations des directrices sont: y — 6 = 0, y + 10 = O. 
(z—3} , (y-+7) 
D 


1 
et 4, ET, 
472. 4) La demi-ellipse —4, qui se trouve au-dessus de la 


EXT w— 1} _ 
——ÿ +" 4% 1, 


æ trouve au-dessous de la droite y —1 = 0 (fig. 104); : la demi-ellipse — 


droite y + 7 = O (fig. 103); 2) la demi-ellipse " 


F 
+ USE 4, qui se trouve dans le demi-plan gauche (fig. 105) ; 4) la demi- 
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— 4, qui se trouve à droite de la droite z + 5 = 0 


—9Y 2 
(fig. 106). 478. 4) EP LH 4; 2) 228 — 2ey + 2yt — 8 = 0: 3) 68 + 


+ 48zy + 82y? — 625 — O0, 4) 1172 + 2zy + 11y° — 
— 48z — 48y — 24 — 0. 474. 522 + Oy? + 4z — 18y — y 


._Ùù +5), (y—1) 
ellipse NE ES Hg 


— Qzy + Ty — 462 + 2y + 71 — 0. 478. 1722 + Bzy + 
+ 23y3 + 307 — 40y — 175 = 0. 479. 23 + 2y3 — 67 + 


+ 24y + 31 = 0. 480. (4, 3, (3, 2). 481. (3, +) 


5) 5) 


la droite est tangente à l'ellipse. 482. La droite ne coupe 
pas l’ellipse. 483. 1) La droite coupe l’ellipse ; 2) la droi- 
te ne coupe pas l’ellipse ; 3) la droite lui est tangente. 
484. 1) Pour | m | < 5, elle coupe l’ellips; 2) pour 
m = + 5, elle lui est tangente; 3) pour | m | > 5, elle 


ne La coupe pas. 485. ka3 + b?= m?. 486. 12 + _ — 


a? 2 
= 1. 488. 3z + 2y — 10 = 0 et 3z + 2y + 10 = 0. 489. TZ 
z+y—5—=0e z + y+5— 0. 490. 2x — y —12 — 0 
24 V3 


5 
d= V13. 492 z+y—5—=0 et z + ây —10 = 0. 
493. 4x — 5y — 10 = 0. 494. d = 18. 495. + = 

z2 4 27. ÿe T2 y 
Mens 0 0 rte — 


=1. Indication. Utiliser la propriété de l'ellipse 
donnée dans l'exercice 498. 500. FE + = 1. Indica- 


tion. Utiliser la propriété de l'ellipse donnée dans 
l'exercice 498. 502. 2z + 11y — 10 = 0. [Indica- 
tion. Utiliser la propriété de l’ellipse donnée dans l’exer- 


> Fig. 102 
cice 501. 503. (3, 2) et (3, —2). 504. R— nEVe. . 
: V'm+ ni 
505. 10,5 V/3. 506. po — UE 507. 16,8. 508. 60°. 509. Se transforme en une 
j é on 1" 2 — a? y? 
jeu Un. 55 + G : 510. a y 9. si 36 + 16 — 41. 512 
= = — = = —— CR 7 a? 
1=3 . 513. q 7 DE à 515. 1) EE 15 2 
UP PR 2 Nu de x? 
6? T5 s 4) & ne 36 6 15 6) 77 — 
RP PE DE EE aie x? 
ms" 7) 16 E 25 8) z 5 k Gz 3 1: 516. 1) 3 — 
EG D UN 2 D 
3m. 59 sg 1:58 56 5786 — 14 57-25 — 1; 
5) = —1. 517. l)a=3,b=2;2)a=4,b—=1;: 3) a— 4, b = 2: 
: .. 5. 5. _A _1. _1 _4 
4 a=1,b=1; 5a=-, b=z:; 6) a=—, nr D'a=-, b=—. 


19° 


Fig. 103 


Fig. 105 Fig. 106 


Fig. 107 Fig. 108 
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5 4 
518. 1) a = 3, b = 4; 2) F, (—5, 0), F2 (5, 0); 3) e=—; 4) y=+--z: 
5) 2 +. 519. 1) a = 3, b= 4: 2) F,(0, —5), Fo (0, 5): 3) e = : 


D Le 


Fig. 109 Fig. 110 

4 16 ee. £ 
4) y = +2: 5) En = 520. 12 unités de surface. 521. 1) La partie 
de l’hyperbole tt, qui se trouve dans le demi-plan supérieur 


(fig. IE 2) la de l’hyperbole 
x? — + = —1, qui se trouve dans le de- 
mi-plan inférieur (fig. 108); 3) la branche 
de l’hyperbole 2H 1, qui se trou- 


ve dans le demi-plan gauche fig. 109) ; 
4) la branche de l’hyperbole St 
= —1, qui se trouve dans le demi-plan 
crea (fig. 110). 522. cs EL + 

— 0 et Z2 — 10 — 523. rs — 


1 of 
3 ra = 10. 524. 8. 525. 12. 


526. 10. 527. 27. 528. (10. >) et (10. 


9 2 Fig. 111 
+): 529. (—6, 43) et ( —6, 
—_4 V3). 530. 22 et 26 - 531. Voir fig 114. 532. DS =; 
2) . a TH =: où si — DE “ : F-+- "+ 
5) F5 1. pra .— 535. Ft 536. D 
=. 560. 1 EE Vus, 7 EE ve 


= —1. 541. 1) C'(2, —3), a = 3, b — 4, e = 5/3, les équations des dircctri- 
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ces sont: 5z — 4 — 0, 5xz — 19 — 0, les équations des asymptotes sont: 4x — 

—17=0, 4 + 3y+1—=0; 2) C(—5, 1), a = 8, b=6, e — 1,25, 
les Equations des directrices sont: z — —11,4 et x = 1,4, les équations des 
asymptotes sont: 3x + 4y + 11 — O0 et 3z — 4y + 19 = 0; 3) C(2; —1), 
a = 3,b = 4,e = 1,25, les équations des directrices sont : y = —4,2, y = 2,2, 
les équations des asymptotes sont: 4z + 3y — 5 = 0, 4x — 3y — 11 = 0. 


En 2 3 
542. 1) La partie de l’'hyperbole ET Ur = 4, qui se trouve au- 


9 
— 212 
dessus de la droite y<+-1 —0 (fig. 112); 2) la branche de l’hyperbole EE 


_w—7} 
9 


3) la branche de l'hyperbole 


— —4, qui se trouve au-dessous de la droite y—7—0 (fig. 113); 


œ—%Y _y+2) 
16 CS 


de la droite zx — 9 = O (fig. 114); 4) la partie de l'hyperbole 


(y + 2} 
16 


543. 1) 


1, qui se trouve à gauche 


e— 5) 
9 
— —1, qui se trouve à gauche de la droite z—5—0 (fig. 115). 
(z — 3)? 
dc 2 2 2 2 
_ a Se — = 
— 2y +7—=0. 544. 16 9 1. 545. 55 — 144 1. 546. 2? — 4 
— 6x — 24y — 47 = 0. 547. 7x3 — Gzy — y? + 26x — 18y — 17 = 0. 548. 


2 
92? — 100zy + 16° — 1367 + 86y — 47 = 0. 549. zy = <— si on effectue 


3 
une rotation des axes de — 45°; zy — _— si on effectue une rotation des axes 


de +45°. 550. 1) C (0, 0), a = b = 6, les équations des asymptotes sont: 
z=0ety = 0; 2) C(0,0), a = b = 3, les équations des asymptotes sont: 
z=0et y = 0; 3) C (0, 0), a = b = 5, les équations des asymptotes sont: 
14 2 25 . 
z=0et y = 0. 551. (6, 2) et (3: —+) . 552. (?: 3) , la droite est 
tangente à l'hyperbole. 553. La droite ne coupe pas l'hÿperbole. 554. 1) La 
droite est tangente ; 2) elle cour l'hyperbole en deux points: 3) elle ne la coupe 
pas. 555. 4) Pour | m | > 4,5, la droite coupe l'hyperbole ; 2) pour m = + 4,5, 
elle lui est tangente; 3) pour | m | < 4,5, elle ne la coupe pas. 556. ka — 


_ = mt. 557. = 1. 559. 3z — 4y — 10 = 0, 3x — 4y + 10 = 
= 0. 560. 10x — 3y — 32 = 0, 10xz — 3y + 32 = 0. 561. z + 2y — 4 = 0, 
z+2y+4=0; d— 2: 562. M,(—6, 3): d= Vs. 563. 5z— 
— 3y—16—0, 137 + 5y+ 48— 0. 564. 27 + 5y — 16 — 0. 565. d = 


47 z2 y? CURE Fe, Vo = — 
= 15 V10. 566. -—Zs — 1, 740 745 == 1. 567. 46 4 568. TZ = 


2 2 2 3 
=—4, 24, y= A et y=1. 572. ET = 4 578. 4. 
6875. 2z + 41yÿ+6=0. Indication. Utiliser la propriété de l'hyper- 
bole donnée dans l'exercice 574. 577. 2% — y3 — 46. 578. ZW — 14, 


(y — 2)? _,. 2 _ N:- 


16 9 
3 pt _ _ Dee 
5 à 2% 4 4. 580. q = 3 e 581. g 2. 582. Ya — 2, 2 = Fi 583. 
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1) y? = 6z; 2) Per; = y; = —6y. 584. 1) p = 3; elle se 


trouve dans le demi-plan droit, disposée symétriquement par rapport à l'axe 


T-2=0 


IS 1 7#1=0 2 


Fig. 112 


Oz ; 2) p = 2,5; elle se trouve dans le demi-plan supérieur, disposée symétri- 
quement par rapport à l’axe Oy ; 3) p = 2; elle se trouve dans le demi-plan 


Y 


Fig. 114 Fig. 115 


gauche, disposée symétriquement par rapport à l’axe Or; 4) p = 1/2; elle se 
trouve dans le demi-plan inférieur, disposée symétriquement par rapport à 
l'axe Oy. 585. 1) y? = 4z; 2) y? = — 9x; 3) 22 = y; 4) z° — — 2y. 586. 4U cm. 
587. z? — —{2y. 588. 1) La partie de la parabole y? — 4z qui se trouve dans 
le premier quadrant {fig. 116); 2) la partie de la parabole y? = —z qui se 
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trouve dans le deuxième quadrant (fig. 117); 3) la pie de la ponnos y? = 


— — {8z qui se trouve dans le troisième quadrant (fig. 118) ; 4) la partie de la 
parabole y? — 4x qui se trouve dans le quatrième quadrant (fig. 119); 5) la 
Y 
y 
"A 
Û 
] T 

Fig. 116 Fig. 117 
parue de la parabole z? — a ALL se trouve dans le premier quadrant (fig. 120) ; 
ë) la partie de la Darabole 2 = — 25y qui se trouve dans le troisième quadrant 

Fig. 118 Fig. 119 


(fig. 121); 7) la partie de la parabole x? — dy qui se trouve dans le deuxième 
quadrant (fig. 122) ; 8) la partie de la parabole zx? — —16y qui se trouve dans 
le quatrième quadrant (fig. 123). 589. F (6, De z + 6 = 0. 590. 12. 591. 6. 
592. (9. 12), (9, —12). 593. y? — — 28z. 1) y —B}? = 2p(z — a); 

2) (y — BY = — 2p(z — a). 595. 1) Anh ie 2p (y — B); 2) (zx — a) = 


= —2p(y— BP). 596. 1) À (2, 0), p = 2,r—1—0;2) À (5.0) ,p=3, 
6z — 13 = 0: 3) À (o. —+).P=3 6y + 11 = 0; 4) À (0, 2), P=r. 
&y — 9 = 0. 597. 1) À (—2, 1), p = 2; 2) À (1, 3, p= +; 3 4 (6. —1), 


p=3 598. 1) À (—4, 3), p= +; 2) 44,2), p=—2; 3) 4 (0, 1 P= SZ. 
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599. 1) La partie de la parabole (y — 3}? = 16 (x — 1) qui se trouve au-des- 
sous de la droite y —3—0 (fig. 124); 2) la partie de la parabole (x + 4)? — 
= 9 (y + 5) qui se trouve à droite de la droite z + 4 = O0 (fig. 125) ; 3) la par- 


Y 
ÿ 
0 
Tr 
n T 


Fig. 120 Fig. 121 


tie de la parabole (z — 2)? — —2(y — 3) qui se trouve à gauche de la 
droite z—2—0 (fig. 126); 4) la partie de la parabole (y+5)?= —3 (z+7) qui 


se trouve au-dessous de la droite y+5—0 (fig. 127). 600. = y —y+7. 


y 
ÿ 
n Z 
nm] C4 


Fig. 122 Fig. 123 


601. y=s st. 602. 22-L2zy+yt—67+ 2y+9—0. 608. F (9, —8). 604. 
4x — 4z 32z+34y4+89—0. 605. (2, 1), (—6, 9). 606. (—4, 6), la 
droite AE ue à la de 607. La droite et la parabole ne se coupent 
pas. 608. 1) droite est tangente à la parabole; 2) elle la coupe en deux 
points; 3) elle ne la coupe pas. 609. k < 1/2; 2) k — 1/2; 3) k > 1/2. 610. p = 
= 2bk. 612. yy = p(z+z). 613. z + y + 2 = 0. 614. 2z — y — 16 = 0. 
615. d = 2 V/13. 616. M1 (9, —24); d = 10. 617. 3z — y + 3 = 0 et 3z — 


— 2y+ 412 = 0. 619. 5z — 18y + 25 — 0. 620. d — 13 À. 621. (6, 42) et 


(6, —12). 622. (10, V/30), (10, —V/30), (2, V6), (2, — V6). 623. (2, 1), 
(—1, 4), (LV, ILVS) et jure VE). 625. y— 
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—18—=0. Indication. Utiliser la propriété de la parabole donnée 


dans l'exercice 624. 628. 1) p — 5 —3cos0’ 2) p — 5 + 3 cos 0 629. 1) p — 
à 
T4 5co80" ” P  —73—=5c0506 
630. 1) p= 71, 2 = 
MEL) p 
4 _ 1 
FIVE 13 cos 8° 091-P = 1 — cos 0° 
632. 1) Une ellipse; 2) une parabo- 


y 


Fig. 124 Fig. 125 


le ; 3) une branche d' hyperbole : 4) une ellipse ; 9) une branche d' Dr 
) une paraDole. 633. 13, 12. 634. 8, 6. 635. p — — 3cos0 p — Jos 0 


636. Les équations des directrices sont : 
16 


D So 0 0 Sem © 
équations des asymptotes sont: p— 
20 20 
T3sin6—4co80 "3 sm6+4cos0" 
637. (6, =), (6, —T).638. (3. 


ñ — #c05 0 —1 
__2p cos HE 
642. p= . 643. 8x + 25y = 0. 
644. 9x — 32y — 73 = 0. 645. z — 
2y = 0, 8r — 9y = 0. 647. z + 2y = 0, 
= (. ds. 7 7z + y — 20 = 0. 656. z — 8y = O, 


= 0; z+2y=0, 3z+ y = 0. 

0. 865. Les conrbes 1), 2), 5) et 8) ont 

’ont pas de centre; les courbes 4), 6) admettent 

66. 1) (3, —2); 2) (0, —5); 3) (0, 0); 4) (—1, 
0: 2) 2®+y—2—=0: 3) 5z—y+4— 

+2—0: 2) 6e + 4zy + y? — 7—=0; 3) 

423 + 2zy + 6yi + 1 = 0. 669. a)m44, n arbi- 


a+ 


2z — 
661. y 


667. Tu z — 3y — 6 — 
668. 1) Qz3 — {8zy + Gp? 
+ 6zy + y? — 5 = 0; 4) 
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traire;b)m—4,nr%#%6;c)m—=4,n = 6.670. a) k = 2; b)k, = — 1,k2 = 5; 
c) pour tous les k -£ 2 satisfaisant aux inégalités —1 < k < 5; d) pour k < 
<—1et pour > 5. 671. 2? — 8y? — 4 = 0. 672. 2° + 2y + y + 3y = 0. 


673. 1) Equation du type elliptique; elle définit l’ellipse +7 = À; 


Fig. 127 


O0" (5, —2) est la nouvelle origine; 2) équation du type hyperbolique; elle 


’ 


2 3 
définit l'hyperbole = -S = 1; 0’ (3, —2) est la nouvelle origine ; 3) équa- 


, a 
tion du type elliptique +R = — 4; elle ne définit aucune figure géo- 


métrique (équation d'une ellipse imaginaire); 4) équation du type 
hyperbolique: elle définit une hyperbole dégénérée, constituée d'un 
couple de sécantes 4r°— y'=0(0; O0’ la nouvelle 


= —1, —1) est 
origine; 5) équation du type elliptique; elle définit l’ellipse dégénérée 
(un point unique) 2z°3 + 3y°3 = 0. 674%. 1) Equation du type hyperbo- 


— se z'3 y2 ne _ 1 
lique; elle définit l’'hyperbole g 4 1; tg a — —2, SOS ME vd 


sin a — a 2) équation du type elliptique: elle définit l'ellipse + 


V5 


12 
+ = 4; a — 45°; 3) équation du type elliptique; elle définit une ellipse 


dégénérée, un point unique z°2?+ 4y’2 = 0; tg & = 2, cos a = LE , Sina = 
= TE : 4) équation du type hyperbolique : elle définit une hyperbole dégénérée, 


: 2 3 

constituée d’un couple de sécantes z°3 — y2—0;:tga——,cosa=—— , 
d É s 3 V43 

sin es: 5) équation du type elliptique; elle ne définit aucune figure 


* Dans l'exercice 674 de 1) à 5) «& est l'angle formé par la direction positive 
de l’ancien axc des abscisses avec le nouvel axe des abecisses. 
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LA \ z' 


Î 
D 
} 
Het 


Fig. 129 


géométrique (équation d’une ellipse imaginaire); dans le nouveau système 
de coordonnées, son équation est de la forme = Ly?= —1; a = 45°. 


675. 1) Hyperbolique; 2) elliptique; 3) parabolique; 4) elliptique: 5) para- 
bolique ; 6) hyperbolique. 676. 1) Equation du type hyperbolique ; elle définit 


une hyperbole dont l'équation se ramène à la forme g3—=1 au moyen 


de deux transformations successives des coordonnées z = z + 2, y = y — 1 
— z'—y" > z' y . . . $ 
et z — — ,y—= © (fig. 128); 2) équation du type elliptique: elle 
V2 y V2 (lig de ptiqu 
z! 


12 
définit une ellipse dont l'équation se ramène à la forme ET + — 1 au moyen 


de deux transformations successives des coordonnées z = 2—1,y—y+1 


’ 


Ur =. = (fig. 129); 3) équation du type hyperbolique; 
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z'? | 
clle définit une hyperbole dont l'équation se ramène à la forme =— a =! 
au moyen de deux transformations successives des coordonnées z — z + 3, 

z'—2y PEL A (fig. 130); 


y—=y—4 et 2=—<—, 4) équation du type 


hyperbolique ; elle définit une hyperbole dégénérée, constituéo par un couple 
de sécantes dont l'équation se ramène à la forme x’? — 4y’? = O0 au moyen 


de deux transformations successives des coordonnées z = z — 2, y — y et 


_ z! 
7 Y 


ie 
ND 


Fig. 130 
z = : = Tr (fig. 131); 5) équation du type elliptique: 
elle ne définit aucune figure géométrique, et est une ellipse imaginaire; son 
équation se ramène à la forme x’? + 2y'3 = — 1 au moyen de deux transforma- 
tions successives des coordonnées z = z — 1, y — y et z: TE , Y=— 
er 6) équation du type elliptique; elle définit une ellipse dégé- 
1 

nérée, constituée d’un point; son équation se ramène à la forme 2r°3 + 3y'? — 
= 0 au moyen de deux transformations successives des M er 2 z, 
y=y—2 et 7 y — = Te . 677. 1) L'ellipse + 1; 
2) l'hyperbole 9x3 — 16? — 5; 3) l'hyperbole dégénérée z° — a = : cons- 
tituée d'un couple de sécantes d' équations z — 2y = 0 et zx + 2y = = (; 


4) l'ellipse imaginaire 2x3 + 3y3 = —1; l'équation ne définit aucune figure 
géométrique ; 5) l'ellipse dégénérée z? + 2y? = 0; ei définit un point 


qui est l'origine des coordonnées; 6) l'ellipse +1; 7) l'hyperbole 
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zx? née z° 

7 —ÿ"=1:8) l'ellipse + y°=1. 678. 1) 3 et 1; 2) 3 et 2; 3) 1 et 1/2; 
4) 3 et 2. 679. a) z=2,y = 3; b)z=3; y= —3; c)z=1, y — — 
d) z = —2, y — 1. 680. 1) 2 et 1; 2) 5 et 1; 3) 4 et 2; 4) 1 et 1/2. 681 
a)z+y—1—=0, 3+y+1=0; brz—-4y—-2=0,z—2y+2—0; 
De D — 3=0,z+ 3y — 3 — 0. 682. 1) Une 


e 
L 
e 
. 


rée); 4) l'équation ne définit aucune figure géométrique (ellipse imaginaire) ; 
5) un point (ellipse dégénérée). 689. 1) Equation du type parabolique; elle 
définit une parabole dont l'équation se ramène à la forme y"? — 2z” au moyen 


ÿ y 


y! 
TT 2 
1 
T! 
Fig. 131 
de deux transformations successives des coordonnées ge , y—= 
EU 2 = 2" — 3, y = y" + 2 (fig. 132); 2) équation du type 


parabolique: elle définit une parabole dégénérée, constituée d’un couple de 
droites parallèles dont l'équation se ramène à la forme z°? — 1 au moyen de 
3z'—2y" - 2x’ + 3y’ 

V3 V13 
et ges y’ = y” (fig. 133); 3) équation du type parabolique; 


deux transformations successives des coordonnées rz — 


elle ne définit aucune SV géométrique, son équation se ramène à la forme 
y"? + 1 = 0 au moyen de deux transformations successives des coordonnées 
re DES RE et z’ = z”, y’ —= y” — 4. 690. 1) La para- 
bole y? = 6y; 2) la parabole dégénérée y? — 25, constituée d'un couple 
de droites parallèles d'équations y — 5 = 0, y + 5 = 0; 3) la parabole dégé- 
nérée y? = 0, constituée d'un couple de droites confondues coincidant avec 
l'axe des abscisses. 693. 1) (z + 2y)° + 4z+y—15= 0; 2) (3z — y)? — 
—z+2y—14—=0; 3) (5z— 2y) + 3z—y+11—0; 4) (4x + 2y) — 
— 52 + 7y = 0; 5) (3z — Ty}? + 3x — 2y — 24 = 0. 697. 1) 3; 2) 3; 3) V/2; 
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4) 1 VTO. 699. a) 2: + y—5= 0, 22+ y — 1 = 0i b) 25 — 3y — 1 = 0, 


2z — 3y+11—=0; c) 5x — y — 3 = 0, 5x — y + 5 = 0. 700. a) z — 3y + 
L2—0; b) 3z+5y+7—=0; c) 4z — 2y —9—0. 701. (72 + y?) — 
— 22(2— y) = ai— ct. 702. (22 + y?) = 2a% (z5 — yt); p? = 2a3 cos 26. 


703. p= Ssin26; (2+ y}? = 2Szy. 705. p=—0 et p=-+ 6. 


706. (2r—z)y?— 23. 707. z (a? + y°) = a5. 708. P=—— Hd; ryi+ 


+ (+ (2 — D) = 0. 709. p=— nr tatg0; 22 [(2+a) +2] a. 


Fig. 132 Fig. 133 
710. p = 2a cos 8 + b; (22 + y? — 2ax)? = b? (x? + y°)- Que sl | sin 26 |; 


(22 + y} 4er. 712. z = a cost. y—asintt; z°+y3—a. 713. p— 
= a coSS 6, (zx? + y?) = ax3. 714. r = a (cost + tsint), y — a (sin: — 


— tcost). 715. z—=a(t—-sint), y—a(i—cost); z+ V/y (2a — y) = 


= a arccos =—Ÿ .716.7—a (2 cos t — cos 2t), y = a (2 sin t—sin 2t); p— 


— 2a (1—cos 0). 717. z—(a+b) cos t—a cost? {, y = (a+ b) sin t—a sin - : t. 


716: = (behcosibac,s "6% pesant an —; 


DEUXIÈME PARTIE 


720. 1) (4, 3, 0) (—3, 2, 0), le point C appartient au plan Ozy, aussi sa pro- 
jection sur ce plan coïncide avec lui-même (0, 0, 0); 2) (4, O0, 5), (—3, 0,1), 
(2, 0, 0), le point D appartient au plan Ozz, aussi sa projection sur ce plan 
coïncide avec lui-même ; 3) (0, 3, 5), (0, 2, 1), (0, —3, 0}: le point D appartient 
au plan Oyz, aussi sa projection sur ce plan coïncide avec lui-même ; 4) (4, 0, O), 
(—3, 0, 0), (2, 0, 0), (0, 0, 0); 5) (0, 3, 0), (0, 2, 0), (0, —3, 0), (0, 0, 0); 
6) (0, 0, 5), (0, O0, 1), (0, 0, 0), le point D se trouve sur l'axe des cotes, aussi 
sa projection sur cet axe coïncide avec lui-même. 721. 41) (2, 3, —1), 
(5, —3, —2), (—3, 2. 1), (a, b, —c) ; 2) (2, —3, 1), (5, 3, 2) (—3, —2, —1), 
(a, —b, c); 3) (—2, 3, 4), (—5; —3, 2), (3, 2, —1), (—a, à, oc); 4) (2, —3, 
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——1),(5, 3, —2), (—3, —2, 1), (a, —b, —c); 5) (—2, 3, —1),(—5, —3, —2), 
(3. 2, 1), (—a, b, —C) ; 6) (—2, —3, 1), (— . 3, 2), (3, —2, —1), (—a. 
—b, c); 7) (—2, —3, —1), (—5, 3, —2), (3, —2, 1), (—a, —b, —c). 
722. @ a, —a), (a, —a, a); (—a, a, a); (—a, —a. J 723. 1) Dans le pre- 
mier, le troisième, le cinquième et le septième ; 2) dans le deuxième, le quatrie- 
me, le sixième et le huitième ; 3) dans le premier, le troisième, le sixième et 
le septième; 4) dans le deuxième, le quatrième, le cinquième et le huitième : 
5) dans le troisième, le quatrième, le sixième et le septième. 724. 1) Dans le 
premier, le troisième, le cinquième et le septième ; 2) dans le deuxième, le troi- 
sième, le cinquième et le huitième ; 3) dans le premier, le deuxième, le septième 
et le huitième; 4) dans le premier, le troisième, le sixième et le huitième : 
5) dans le deuxième, le quatrième, le cinquième et le septième. 725. 1) (—3. 
3, 3); 2) (3, 3, —3); 3) (—3, 3, —3); 4) (—3, —3. —3); 5) (3, —3, —3). 
726. 1) 7; 2) 13; 3) 5. 727. OA = 6; OB = 14; OC = 13; OD = 25. 730. 
L'angle M1M:3M: est obtus. 732. (5, 0, O0) et (—11, O0, 0). 733. (0, 2, U). 
734. C (3, —3, —3), R = 3. 735. (2, —1, —1), (—1, —2, 2), (0, 1, —2). 
736. 7. 737. x —4, y—=—1, z—= 3. 738. C(6, 1, 19) et D (9, —5, 12). 
739. D (9, —5, 6). 740. Le quatrième sommet du parallélogramme peut 
coincider avec l’un des points: Di (—3, 4, —4), Do (1, —2, 8), Da (5, 0, —4). 
741. C (1, 5, 2),D (3, 2, 1).E (5, —1, 0), F (7, —4, —1). 742. À (—1, 2. 4). 


B (8, —4, —2). 743. 2 V7. 744. À TA. 745. = Attate, 


+ 
_HiEVrTysty ,_nAtatatz gg , Mit Mari t mars mers 
4 | 4 | Mt mit mat mn 
= Yi Maya Maps Miys  , _ Un mr mszs max y (2, —3 
TT Omitmahmstmns Mytme+matme os 


0). (1, 0, 2), (0, 3, 4). 748. |[a|=— 7. 749. z=+3. 750. AB = {—4, 
3, —1}, BA=(4, —3, 1}. 751. N (4, 1, 1). 752. (—1, 2, 3). 753. X = V/2. 


Y =1, — — 1. 754. En TS cos B=—— » COS = ns: 755. cos & = 
À. cos =; cos y= 5. 756. 1) Oui ; 2) non; 3) oui. 757. 1) Non; 2) oui: 


3) non. 758. 60° ou 120°. 759. a = {1, —1, V2} ou a = {1, —1,— 1/2). 
760. Mi V3, V3, V3), M2(— V3, — V3, — V3). 761. Voir fig. 134. 
762. |a—b|—22. 763. |[a+b|—20. 764. |a+b|=|a—b|—13. 765. [au +b|— 
= 129 = 11,4, [a—b|1=7. 766. [a+ b|=-V19&4,4, |a—b|= 7. 
767. 1) Les vecteurs a et b doivent être perpendiculaires: 2) l'angle formé par 
les vecteurs a et à doit être aigu ; 3) l'angle formé par les vecteurs a et b doit 
être obtus. 768. [a |—=|Bl. 769. Voir fig. 135. 774. |R|—15. 775. 


1) (1, —1, 6}:2) 5, —3, 6}:3) (6, —4, 12}:4) {1, 7.0} . 5) 0, —1. 
12}, 6) {3. + : 2} . 776. Le vecteur b est trois fois plus long que le vecteur 


a; ils sont orientés en sens contraires. 777. œ—4, f— —41. 779. Le vecteur AB 
est deux ne plus long que le vecteur CD ie sont de même sens. 786. aû — 
6 + 3 12 +  — 

PSS RE OR A . a 2,2, 7. = 
{+ T' r} Bel Sr G) LE 
ja—bl—14 783. d— — 481+ 45; — 36K. 784. c— (—3, 15, 12}. 
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785. AM = {3. 4, —3}, BN = {0, —5, 3}, CP = (—3, 1, 0}. 787. a— 

= 2p+ 5q: 788. a = 20+e, bac, c= a — 26. 189. p = 2a— 3h. 

790. AM=L6+ ec. EN b. Pb. où M, Net P sont 
Lg: 7 <a—b 


Fig. 134 


les milieux des côtés du triangle ABC. 791. AD — 114B — 7AC, BD — 


104B — 7AC, CD = 114B — 8AC, D + BD + CD = 32AB — 22AC. 


a 
CS 7 


Fig. 135 


793. c = 2p— 3qg-br. 194. d—2%2—3b+c, c——2a+3b+d, b— 
—Fapgetd 25014 705. 1) —6; 2) 9; 3 16: 4) 13: 
9) —61; 6) 37; 7) 73. 796. 1) —62; 2) 162; 3) 373. 797. La somme des 
carrés des diagonales d'un parallélogramme est égale à la somme des carrés 
de ses côtés. 798. — ab — ab, quand les vecteurs a et b sont collinéaires et 
de sens contraires; ab — ab, quand les vecteurs a et b sont collinéaires et de 
même sens. 799. A condition que B soit perpendiculaire à aetà cet aussi quand 


a et c sont collinéaires. 800. ab + be + ca — —+. 801. ab be ba 


= —13. 802. |p|— 10. 803. a=+e. 804. |a | — |b|. 807. BD — 
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— b. 808. man . 809. = arccos (—<) . 810. Le 


plan perpendiculaire à l'axe du vecteur a et définissant un segment de longueur 
œ 


al et d'origine A4. 811. La droite d’intersction des plans perpendiculaires aux 


axes des vecteurs a et b et définissant des segments de longueurs —_— , 13 

[al |] 
et d'origine À. 812. 1) 22; 2) 6; 3) 7; 4) —200; 5) 129; 6) 41. 813. 17. 
814. 1) —524; 2) 13; 3) 3; 4) (AB-AC)-BC = (—70, 70, —350} et 


AB (AC -BC) = {—78, 104, —312}). 815. 31. 816. 13. 818. ax — — 6. 
819. cosp— >. 820. 45°. 821. arccos (-< . 823. z = (—24, 32, 30). 
824.7 — {1 J., +) . 825. z——4i — 6j + 12K. 826. z— {—3, 3, 3}. 
827. z — {2, —3, 0}. 828. x — 2i +3j — 2k. 829. V/3. 830. —3. 831. —5. 
832. 6. 833. —4. 834. 5. 835. —11. 836. X——Ù, y, 7 2. 
837. 3. 838. —6<. 839. | [ab] | — 15. 840. | [ab] | — 16. 841. ab — + 30. 


842. 1) 24; 2) 60. 843. 1) 3: 2) 27: 3) 300. 844. Les vecteurs a et b 

doivent être collinéaires. 846. Au cas où les vecteurs a et b sont perpen- 

diculaires. 850. 1) {5, 1, 7}; 2) (10, 2, 14}; 3) {20, 4, 28}. 851. 1) {6, —4, 

—6}; 2) (—12, 8, 12}. 852. (2, 11, 7}. 853. {(—4, 3, 4}. 854. 15, cos a — 
J - 


= —= — = — ns — no 9 —= 
= 7 c0s p— De 7 COS B — Tr C0SY— 
2 — 1 A 7 s _— 
— =. 856. 66; cosa———, cos P = ——=,c08 y = ———. 897. 14 unités 
7 v 1/66 s V/66 L V/66 


de surface. 858. 5. 859. sin p=vr. 860. {—6, —24, 8}. 861. m — {45, 
24, 0}. 862. z — (7, 5, 1}. 864. [fab] c] — {—7, 14, —7}; [a (bcj]— 
= (10, 13, 19}. 865. 1) Droit; 2) gauche; 3) gauche; 4) droit; 5) les 


vecteurs sont coplanaires: 6) gauche. 866.a bc—24. 867. abc = + 27; le 
signe + quand le triplet des vecteurs a, b, c est droit, le signe — quand le 


triplet est gauche. 868. Quand a, b, ‘ sont perpendiculaires. 873. abe=—7. 
874. 1) Coplanaires; 2) non coplanaires : 3) coplanaires. 876. 3 unités de volu- 
me. 877. 11. 878. D, (0, 8, 0): D2 (0, —7, 0). 881. X = — 6, Ÿ — —8, Z — 


— —6. 882. Les vecteurs a et c doivent être collinéaires, ou le vecteur b doit 


être perpendiculaire aux vecteurs a et c. 885. M1, M2, M4 appartiennent à la 
surface, M3, Ms, Mo ne lui appartiennent pas. L'équation définit la sphère 
de centre à l'origine des coordonnées et de Ds 7. 886. 1) (1, 2, 2) et (1, 
2, —2); 2) ce point n'appartient pas à la surface donnée; 3) (2, 1, 2) et (2, 
—1, 2); 4) ce point n'appartient pas à la surface donnée. 887. 1) Le plan Oyz; 
2) le plan Ozz; 3) le plan Ozxy; 4) un plan parallèle au plan Oyz et qui se trouve 
dans le demi-espace antérieur à la distance de deux unités; 5) un plan paral- 
lèle au plan Ozz et qui se trouve dans le demi-espace gauche à la distance 
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de deux unités; 6) un par parallèle au plan Ozy et qui se trouve dans le demi- 
espace inférieur à la distance de cinq unités; 7) une sphère de centre à l'ori- 
gine des coordonnées et de rayon 5: 8) une sphère de centre (2, —3, 5) et de 
rayon 7; 9) l’équation définit un point unique: l'origine des coordonnées; 
10) l'équation ne définit aucune figure géométrique de l’espace ; 11) un plan 
partageant en deux sous-dièdres identiques le diédre formé par les plans Oz: 
et Oyz et qui appartient aux 1°", 3°me, 5ème 64 7ÈmME trièdres: 12) un plan 
partageant en deux sous-dièdres identiques le dièdre formé par les plans Ozy 
et Oyz et qui appartient aux 2°me, gfme, 5ème eg 8èME trièdres: 13) un plan 
partageant en deux sous-dièdres identiques le dièdre formé par les plans Ozy 
et Ozz et qui appartient aux 1°, 2°me, 7ème 94 g°ME trièdres: 14) les plans 
Ozz et Oyz; 15) les plans Ozy et Oyz; 16) les plans Ozy et Ozz; 17) l'ensemble 
des trois plans de coordonnées; 18) le plan Oyz et un plan parallèle à ce plan 
et qui se trouve dans le demi-espace antérieur à la distance de quatre 
unités, 19) le pas Ozz et un plan qui partage en deux sous-dièdres 
identiques Île dièdre formé par les plans Ozz et Oyz et qui appar- 
tient aux 1er, gème sème et 7ème trièdres: 20) le plan Ory et un 
plan qui partage en deux sous-dièdres identiques le dièdre for- 
mé par les plans Ozy et Ozz et qui appartient aux 3°m°, 4°me, 5ème et GÈME trie- 
dres. 889. 22 y? + 22— 73. 890. (z— a)? + (y — B)? + (z2—Y)? = r2. 891. y — 
— 3 — 0. 892. 2: — 7 = 0. 893. 2r + 3 = 0. 894. 20y + 53 — 0. 895. z? + 


2 
+ y + 22 = a2. 896. 2° + y? + 22 = a. 897. r + 2z — 0. 898. + 


-2 2 2 2 

+ 58 — 1. 899. FT ++ — 1. 900. M,et M, se trouvent sur la courbe 
donnée; M: et M, n'’appartiennent pas à cette courbe. 901. Les courbes 1) 
et 3) passent par l'origine des coordonnées. 902. 1) (3, 2, 6) et (3, —2, 6); 
2) (3, 2, 6) et (—3, 2, 6); 3) ce point n'appartient pas à la courbe donnée. 
903. 1) L'axe des cotes; 2) l'axe des ordonnées; 3) l’axe des abscisses ; 4) une 
droite passant par le point (2, 0, 0) et qui est parallèle à l'axe Oz; 5) une 
droite passant par le point (—2, 3, 0) et qui est parallèle à l’axe Oz; 6) une 
droite passant par le point (5, 0, —2) et qui est parallèle à l'axe Oy; 7) une 
droite passant par le point (0, —2, 5) et qui est parallèle à l'axe Oz; 8) le 
cercle qui se trouve dans le plan Ozy centré à l’origine des coordonnées et de 
rayun 3; 9) le cercle qui se trouve dans le plan Ozz centré à l’origine des coor- 
données et de rayon 7; 10) le cercle qui se trouve dans le plan Oyz centré 
à l’origine des coordonnées et de rayon 5; 11) le cercle qui se trouve dans le 
plan z—2 = 0 centré au point (0, 0, 2) et de rayon 4. 904. [ z2+ y? + 2—9, 


y = 0. 
905. mi — y + 23 = 25, 906 ( (2 — 5) + (y + 2)? + (z — 1)? = 169, 
{ y+2=0. ° z = 0. 
907. zx? + y + :2.— 36, 908. (2, 3, —6), (—2, 3,—6). 
{ (z — 133 + (y + 2}? + (z — 2)? = 25 


909. (1, 2, 2), (—1, 2, 2). 910. 1) La surface cylindrique dont les génératrices 
sont parallèles à l’axe Oy et ayant pour directrice le cercle défini, dans le 
plan Ozz, par l’équation x? + z? = 25; 2) la surface cylindrique dont les géné- 
ratrices sont parallèles à l'axe Oz et ayant pour directrice l'ellipse définie, 


2 3 
dans le plan Oyz, par l'équation 7 +35 1; 3) la surface cylindrique dont 


les génératrices sont parallèles à l'axe Oz et ayant pour directrice l'hyperbole 
définie, dans le plan Ozxy, par l'équatio 1: 4) la surface cylin- 
drique dont les génératrices sont parallèles à l’axe Oy et ayant pour directrice 
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la parabole définie, dans le plan Ozz, par l'équation x? — 6z; 5) la surface 
cylindrique dont les génératrices sont parallèles à l'axe Oz et ayant pour direc- 
trice un couple de droites définies, dans le plan Ozxy, Pl les équations z = 0, 
z — y = 0; cette surface cylindrique se compose de deux plans; 6) la surface 
cylindrique dont les génératrices sont parallèles à l'axe Oy et ayant pour 
directrice un couple de droites définies, dans le plan Ozz, par les équations r — 
— z2=0, z + z—0; cette surface cylindrique se compose de deux plans; 
7) l'axe des abscisses; 8) l'équation ne définit aucune figure géométrique de 
l'espace ; 9) la surface cylindrique dont les génératrices sont parallèles 
à l'axe Oy et ayant pour directrice un cercle; la directrice est définie, dans 
le plan Ozz, par l'équation zx? + (z — 1}? — 1; 10) la surface cylindrique 
dont les génératrices sont parallèles à l’axe Oz; la directrice est définie, dans 


2 
le plan Oyz, par l'équation y? + (:+-) — 911. 1) zx? + 5y? — 
— 8y—12—0; 2) 42+52+4z—60—0; 3) 2y—z—-2—0. 


912. 1) { 8x2 + 4y3 — 36z + 16y — 3 = 0, 2) 2z — 22 — 7T—0, 

z=0; y =0; 

3) Re 913. z—2y+3z+3—= 0. 
æz = (. 


914. 5x — 3z — 0. 915. 2rz — y — z— 6 — 0. 916. z— y —-32+2—=0 
917. z + 4y + 72 + 16 = 0. 919. 9z — y + 7z — 40 = 0. 921. 3x + 3y + 
+ z—8—0. 923. 1) n— {2, —1, —2}, n— (24, —À, —2À}; 2) n — 
= 1,5, —1}, n = {À, 54, —À}; 3) n — {3, —2, O0}, n — {3À, —2A, 0); 


— 


4) n = (0,5, —3}, n = {0, 5À, —3À}; 5) n = {1, 0,0}; n — {k, 0,0}; 


6) n = {O, 1, ve n = {0, À, 0}, où À est un nombre arbitraire différent de 
zéro. 924. 1) et 3) définissent des plans parallèles. 925. 1) et 2) définissent des 
plans perpendiculaires. 926. 1) 1—3, m——4; 2) 1—3, m— — EL 
D à | es : 
3) a m=—1-. 927. 1) 6; 2) —19; 3) — 7 . 928. 1) 3 x et 
2... 1 3 RH _., 2 2 _ 
FLE 2) TA et, 3) T5? 4) arccos et x — arccos :r . 929. 5z—3y + 
+ 2z—= 0. 930. 2z — 3z — 27 = 0. 931. 7x — y — 5z = 0. 932. x + 2z — 


— —=0. 934. 4z—y—22—-9—0. 936. z=1, y——2, z=2 


942. 1) y+4z+10—=0; 2) z—z—1—0; 3) 5z+y—13 — 
943. (12, 0, O), (0, —8, 0), (0, 0, —6). 944. Æ+++—— = 1. 945. à — 
= — 4, b = 3, ce — + . 946. 240 unités carrées. 947. 8 unités de volume. 


z 


948. 3 


y TR TU 2 = : 
+—+S=1 949. ++ 1. 950. z + y + : + 


+ 5 = 0. 951. 2z — 21y + 2z + 88 = 0, 2r — 3y — 22 + 12 = 0. 952. z + 
Hy+z—-9—=0, z—y—2+1=0, z—y+z-3—-0, z+y—:— 
— 5 = 0.953. 2x — y — 3z — 15 = 0. 954. 2x — 3y + z — 6 = 0. 955. z — 
— 3y — 2z + 2 — 0. 956. Les plans 1), 4), 5), 7), 9), 11) et 12) sont don- 


2 1 
nés par leurs équations normales. 957. 1) ai + y + ai— 6 =0; 
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3 6 2 2 3 6 11 
2) —gitzv-zz—3=0; 3) TT av Ts: 14 = 0: 
2... 2 1 Le 5 12 re CE 
4) ni Tal asp 0: 5) arme : 6) g Z 
y =0:7 —y—2=0;8 z—5-0;:9) :—3=0; 10) — 
— 3 = 0. 958. 4) & = 60°, B = 45°, y = 60°, p = 5; 2) & = 120°, 6 = 60°, 


y = 45°, p = 8; 3) a = 45°, B — 90°, y = 45°, p = 3 V/2; 4) & = 90°, B— 


=135°; y = 45°,2 = V2; 5) & = 150°, dr re de 
= 90°, B — 90°, y — 0°, p = 2; 7) æ = 180°, B — 90°, y — 90°, pes: 
2 


8) & = 90°. B — 180°, y = 90°, p = +; 9) @ = arccos +, 8 = n — arccos +. 


y = arceos À Pp =2; 10) a = # — arccos À, B— n — arccos © , Y = 


3 
= arccos + , p= +. 959.4) 8 —3,d—3;2) 61, d=1;3) 6 ; 
d = 0 — le point M; appartient au plan; 4) ô = — 2, d=2; 5) Ô = — 3, 


d = 3.960. d = 4. 961. 1) Du même côté ; 2) du même côté ; 3) de part et d’autre : 
4) du même côté; 5) de part et d'autre ; 6) de part et d'autre. 964. 1) d = 2; 
2) d= 3,5; 3) d=6,5; 4) d=1;5) d = 0,5; 6) d = 5/6. 965. 8 unités 
de volume. 966. Les deux points (0, 7, 0) et (0, —5, 0) satisfont à l'exercice. 


967. Les deux points (0, 0, —2) et (o, 0, —6 5) satisfont à l'exercice. 
11 


968. Les deux points (2, 0, 0) et (: 0, 0) satisfont à l'exercice. 


969. 4z — 4y — 22 + 15 — 0. 970. 62 + 3y + 2z + 11 — 0. 971. 2r — 
— 2y— 3—18—0, 2r — 2y — z2+12 — 0. 972. 1) 4z — y — 2z — 4 — 
= 0; 2) 3 + 2y — z2+1—=0; 3) 20x — 12y + 4z + 13 — 0. 973. 1) 4z — 
— 9y +z2—2—=0, 22 +y—32+8—=0; 2) z — 3y —1—0; 3x + y — 
— 22—-1—=0;3) 3z — 6y + 73+ 2 = 0, x + 4y + 3z + 4 = 0. 974.1) L 
point M et l'origine des coordonnées se trouvent dans deux dièdres adjacents ; 
2) le point M et l’origine des coordonnées appartiennent à un même dièdre; 
3) le point M et l’origine des coordonnées se trouvent dans deux dièdres opposés 
par le sommet. 975. 1) Les points M et N se trouvent dans deux dièdres adja- 
cents ; 2) les points M et N se trouvent dans deux dièdres vpposés par le sommet. 
976. L'origine des coordonnées appartient à l'intérieur de l'angle dièdre aigu. 
977. Le point M se trouve à l’intérieur de l'angle dièdre obtus. 978. 8z — 4y — 
— 4z2+5—0. 979. 23z — y — 4: — 24 = 0. . Z—y—1z—1—=0. 
981. r+y+2z— 0. 982. Oz — Ty —3=0, 57 +2:—3—0, 

z=0; y = 0; 
Poe 983. 3z —y—712:+9—0, 984. (2, —1, 0); 

{ 9y + 2: = 0. 

(13.0, — + ; (0, 2, —1). 986. 1) D = — 4; 2) D —9: 3) D =3 


987. 1) 4; = A2 = 0 et au moins un des nombres D,, D, est différent de zéro : 
a 


2) B1 = B2 = 0 et au moins un des nombres D,, D est différent de zéro: 
3) C: Ro — 0 et au moins un des one D;, D: est différent de zéro. 

Pr Paso Mr Dr, à Ga De. sp= = D,=0: 
988. 1) à =D, 2 Br Do 3) CG D s 4) Ay=Di=0, A>2=D>=0; 


2 
9) B, = D, = 0. B2: = D: = 0; 6) C;, = Di = 0, C2 = Do = 0. 989. 4) 2z + 
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orne 2) IYy+3z+5—=0; 3) 3z+3z—-2—=0; 4) 3r — 


y —7—=0; 990. 1) 23z — 2y + 21z — 33 — 0; 2) y+z—18 = 0; 
3)z+z—3—0; 4) z — y + 15 = 0. 991. 5z + 52 —8 — 0. 992. & (5z — 
tion. La droite 


— 2y RCE ET RE TEEN Jndica 
d'intersction des plans 5z —2y—-z2—3—=0, Éd 2h50 est 


parallèle au vecteur 1— {7, 9, 17}; Le conséquent, tous les plans apparte- 
nant au faisceau et passant par cette ite satisfont à l'exercice. 993. 11z — 
— 2y — 15z — 3 = 0. 994. à (5z — y — 22 — 3) + B (3x — 2y — 5z + 2) — 
=0.Indication. La droite d'intersection des plans 5z — y — 2: —3 — 
= 0, 3z — 2y — 5z + 2 — 0 est perpendiculaire au plan x + 19y — 7z — 
— 11 — 0; par conséquent, tous les pars appartenant au faisceau des plans 
passant par cette droite satisfont à l'exercice. 995. 9z + 7y + 8z + 7 = 0. 
996. z—2y+z—2—=0, zx — 5y + 4z — 20 — 0. 997. Oui. 998. Non. 
999. 1— —5, m——11. 1000. 3x — 2y + 6z + 21 = 0, 189z + 28y + 
+ 48z — 591 0 1001. 2z — 3y — 6z + 19 = 0, 6x — 2y —3z + 18 = 0. 
1002. 4x — 3y +62 — 12 = 0, 12z — 49y + 38z + 84 = 0. 1003. 4x si 


+ 3y—5=0, 5z + 3z— 7 = 0, 5y — 4: + 1 = 0. 1004. in 
5z—z—1—0, 5y — 7z2— 12 = 0, 


20 
1005. zx — 8y + 5z — 3 = 0. 


a +1=0 . 2 3 2 
2x — 4y — 8z = 0, T—2__ y _z+$, Z—é 
A00D: (vtt 0 RE UE ne 5 
ne ne PS AE tn RARE TES 
Vo + 0 D” 4) — ne Ü A 0 0 
ue z—1_y+2_2—1, z—8_y+1_7 LE 
=. 1008. 1) 5-5: 2 == 3) 5 
HE -—: 4 EI ETS 1009. 1)z = 2t+1,y——3t—1, 
z=4t—3;:2)z=2t+1,y=5t—1,z2=—3; 3)z=3t+1,y = —21—1, 
z = 5t— 3. 1010.1)z=t+92, y——21t+1,2= 141; 2z=t+3, 
y=—t—1, z—1t;, 3)z—0, y—t, z2——3t+1. 1011. (9, —4, 0). 
(3, 0, —2), (0, 2. à. 1012. = 5i+ 4. p= —tit—7, — —2 
z—Âi_y—2 + z—2_y+i _:+$ _ 
1013. ——=—- LE EE à 1015. x — 34 + 3, 


y = 15t+1,z = 19t — 3. 1016. a = {1, 1, 3}; a = @, À, 3h}, où À est un 
nombre arbitraire différent de zéro. 1017. a = —2i + 117 + 5Kk; 
e = — Xi + LA + SXk, où À est un nombre arbitraire différent de zéro. 
1018. 2 2-#—È ETS, 049. 1) 2È-LÈL ES. Ssolu- 
tion. En posant z9 — 0, par exemple, on déduit du système donné: 
Zo = 2, Yo — —1; on connaît ainsi un des points de la droite: 
Mo (2, —1, 0). Trouvons à présent le rayon vecteur. On a ñ, = {1, —2,3}, 
n2 = {3, 2, —5}, d'où a — Ininz] = {4, 14, 8}, soit I — 4, m —14, n = 8. 
On trouve les équations canoniques de la droite donnée en introduisant 


les valeurs trouvées zo, Yo, zo et !, m, nr dans les égalités = 


_2=%,2—2 _y+1 2: ,, z—2_y+1_z. . 2) RE nt 
n ‘ 4 1414 8 2 7 4 7. 12 
21, z—3 y—2 z _ PRE _ 
— 743 , 3) n DST OST HE 1020. 1) Ed t+i1 » Y — 11, Zz — 
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= —19t—2; 2) z=—1t+1, y—=3t+2, z—=5t—1. 1023. 60°. 
1024. 135°. 1025. cos p — J- 1027. 1— 3. 1029. Fri 
3 = 
=. 1030. IRIS LES 1031. z = 2t—5, y = —3t+1, 
Z2 = — 4t. 1032. v — 13. 1033. d = 21. 1034. zx = 3 — 64, y — — 1 + 184, 
2—= — 9 + 94. 1035. z = — 7 + 4t, y = 12 — 4t, z = 5 — 2t. 1036. x — 
= 20 — 61, y = — 18 + 8t, z — — 32 + 24t; (2, 6, 40). 1037. Les équa- 
tions de la trajectoire du point M sont: z = — 5 + 6t, y = 4 — 12t, z = 
= — 9 + 4t; les équations de la trajectoire du point W sont: z — — 5 + 44, 
y = 16 — 121, z = — 6 + 3t; 1) P (7, —20, 3); 2) l'intervalle de temps 


dans le plan. 1041. = 5 2 ITS ER . 1042. 1—2-pt$ sr s 


5 
1043. 27 — 3y + 4z — 1 — 0. 1044. z + 2y + 3: = 0. 1045. m = — 3. 
104 2. 1047. A —3, D— 23. 1048. À = —3, B=ir. 


1049. 1 = —6, ci. 1050. (3, —2, 4). Solution. On trouve 


le pont cherché en résolvant le système formé par l'équation de la droite donnée 
et l'équation du plan mené par le point P perpendiculairement à cette droite. 
Remarquons d’abord que le vecteur directeur de la droite {3, 5, 2} sera le 
vecteur normal au plan cherché. L'équation du plan qui passe par le point 
P (2, —1, 3) et qui a pour vecteur normal n — {3, 5, 2} sera de la forme 
3(z2—2)+5(y +1) + 2(:— 3) = 0 ou 3z + 5y + 2z— 7 —=0. Résolvant 
z=3t,y—=5t—-7, z2=2t+ 2, 
3z+ 5y+2z2—7—0, 
z = 3, y — —2, z—4 de la projection cherchée. 1051. Q (2, —3, 2). 
1052. Q (4, 1, —3). 1053. (1, 4, —7). Solution. On trouve le point 
cherché en résolvant le système formé par l'équation du plan donné et les 
équations de la droite menée du point P perpendiculairement à ce plan. Remar- 
quons que le vecteur normal au plan {2, —1, 3} sera le vecteur directeur de 
la droite cherchée. Les équations paramétriques de la droite qui passe par le 
point P (5, 2, —1) et qui a pour vecteur directeur a = {2, —1, 3} seront 
de la forme z = 2t+ 5, y — —t<+2, z— 3t— 1. Résolvant le système 
2r—y-+3:-23—0, 
z=dt+5,y=—-t+2,z—=3t—1, 


le système on trouve les coordonnées 


on trouve les coordonnées z= 1, 


—4, 0). Indication. Voici la marche à suivre que nous proposons pour 
ce problème: 1) on établit res les points À et B se trouvent d’un même côté 


droite = + - =2 u. CA 1 un point quelconque, par exemple le point 
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M: (—3, —2, 8); on admet que le vecteur directeur de la droite a= {3, 2, —2} 


est sppiau en M.,. Le module du produit vectoriel des vecteurs a et M,P 
donne l'aire du parallélogramme tracé avec ces vecteurs; la hauteur de ce paral- 
lélogramme menée par le sommet P sera la distance d cherchée. Par conséquent, 


MIEL AATR 
ja] 
nant les coordonnées du vecteur M,P, si on connaît celles de son origine et 
de son extrémité: M,P = {4, 1, —10}. Calculons le produit vectoriel des 


pour le calcul de 4 on dispose de la formule d Calculons mainte- 


EL RK 
vecteurs a et MP :[eMiP]=|3 2 —2|— 418; + 22; — 5k. Détermi- 
4 1 —10 


nons son module: |{[aMiP]|— 185 + 222 + 53— V/833 — 7 V'17. 
Calculons le module du vecteur a: [a | = V9 + 4 + 4= 17. On trouve 


la distances cherchés 47 =. 1063. 1) 21: 2) 6: 3) 15. 1064. d — 25. 
1065. 9z + 11y + 5z — 16 = 0. 1068. 4z-+ Gy + 5z — À — 0. 1070. 2z — 
— 16y — 132 + 34 — 0. 1072. 67 — 20y — 112 + 4 — O0. 1074. (2, —3, —5). 
1075. Q(1, 2, —2). 1076. oi 6, 3). 1077. 13z — 14y + 417 + 51 — 0. 


1079. z — 8y — 132 + 9 — 0. 1081. 2 $-uti 2%, 1082. z — 
= 8t— 3,y — —3t — 1, nn 1083. 1) 13; 2) 3; DT: 1084. 1) z2 + 
+yi+ 28: 2) GS + (+ SP + (se — D = 4 3) (z — 4)? + 
+ (y + 4) + (z2+ 2) =3 4) (z— 3) + (y + 2) + (2 — 1) = 18; 
D TM O TEE 1-00 07 Are pe (z — 3}? + 
+ (y + 5) + (2 + 2) = 56; 8) Ge — 17 + + 2)2 + (z — 3)? = 49; 
9) (z + 2)? + (y — 4)3 + (2 — 5) = 81. 5. (z— 2)? + (y — 3)? + 
+ (z2+ 1)? = 9 et z3 + DD ECTS = 9. “1086. R = 5.1087.(z + 1)? + 

+ (y — 3} + (z — 3)? — 1088. (x + 1)? + (y — 233 + (z — 1)° = 49. 
1089. (z — 2)? + (y hier 1)? = 289. 1090. 1) C (3, —2, 5), r — 4: 
2) C(—1, 3,0), r = 3; 3) C(2,1, —1), r—5: 4) C(0,0, 3), r— 3: 
5)C (0, —10, O),r — 10. 1091. x — 5t — 14,y — —t + 3, z — 2t — 0.5. 


1092. ne a 1 à 1093. 1) A l'extérieur de la sphère; 2) et 


5) sur la surface de la sphère; 3) et 4) à l’intérieur de la sphère. 
1094. a) 5; b) 21; c) 7. 1095. {) Le plan coupe la sphère ; 2) lui est tangent ; 
3) ne la coupe pas. 1096. 1) La droite coupe la sphère ; 2) ne Ja coupe pas; 


3) lui est tangente. 1097. M, (—2, —2, 7), d —= 3. 1098. C (— —1, 2, 3), R = 8. 
(x — 1) + (y — 2} + (2 — 1} = 36, 
1099. Ds) 


1100 (z — 1} + (y + 1} +(2+2)3— 65 
" 187 —22y + 5:—30 = 0. 
__ 93 2 __ av — 
nos. LEP TIR GT TT 4408. 52 — By + 5 — 7 = 0. 
1104. 23 + y2 + 23 — 10 + 15y — 25z = 0. 1105. 22 + y? + do 
— y + 9z — 14 = 0. 1106. z3 + (y + 2)? + 22 — 41. 1107. FLE z— 
— 49 = 0. 1108. (2, —6, 3). 1109. Rs 1410. 2 —y — 2+5 = 0. 
1111. zixz Lyiy + z1z = r3. 1112. A3R3 + B2R3 + C3R? = DA. 1113. (2, — a) 
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z—a A AU r3. 41114. 3x — 2y + 
en LS Dre year LUS dits. z+2y—2:—9=0, 
A DUT 4z + 3z— 40 —=0, 4z + 3z + 10 = 0. 
1117. 4z + 6y + 5z — 103 = 0, 4x + 6y + 52 + 205 = 0. 1118. 2z — 3y + 
— 4z2—10—0, 3x — 4y + 2z — 10 = 0. 1120. z—y—z—2—0. 
1122. Az + By+C:+D=0. 1123. x cos à + y cos B + z cos y — p = 0. 
1124. d=|rnm—pl; d = |, cos a + y, cos B + z, cos y — p |. 

1125. (r2 — ry)(r — nr) = 0; (ze — 23) (z — 24) + (ya — ya) (y — ya) + 

ZT — ZoY—Yo 7 — 20 
(22 — 2) (2 — 2) = 0. 4126. aie (r — ro) = 0; | di mi nm |=0. 


L M M" 
T — T1 Y —Y1 Z —35: 


1127. (r2— rs) (rs — r(r — rs) = 0;)|z2—zi Yy2—ys 22—2|=0. 


Z3— Ty Ya —Y1 2371 
TZ — Zo Y — Yo Zz — Zo 


1128. nuno(r — r) = 0; | Aj Bi Ci |—0. 1131. 
A2 B2 C2 
I _: 2, 1132. [(r — ri) (re — n)]=0: [r(ra — r)] = [nr], 


TZ — T9 


l 


m 
rentre 1183 a(r—r) =0; L(z— 2) + my — y) + 
+n (z — 4) = 0. 1134. aa; (r — ro) = 0. 1135. _N472 a — ro) = = (0. ne r = 
= r + nt, EE He EE. 1137. r = r0 + (nel t, E. TT 
É C2 
= 1770. 77 0 1138. | ron + D = 0, (Az + Byo + Czo + D = 0, 
Ci Ai pe Bi + Al+Bm+Cn=0 
Co A2 A2 B: an =0; ie 
hr + + — — …: — ron __ D — 
1139. a;a> (r — re) = 1140. aa: (re — rs) — 0. 1141. ro ——— 2; 
an 
Li. — ,, _ 4%o + Byo + Czo + D 
do AT Em +Cn ET 90 AL J-Em+Cn ds 
— Azo + Byo + Czo + D ne Tin + D — … 
ET Al BmECrn 1142. (OS DS 
_AintBnt+CatD, = _ AntBntCatD, _— 
A+ B2+ Ci DL 434 B1--C Din. 
_ Ant By+CstD C 
AT B3+ C3 . 
(ri—ro) à nd : (Z4— 20) + (ya — yo) m+ (z1— 20) nr 
1143. To RS HE A mn — l, 
(zs LE m ns 
ee mel 
— _ . VE 
PR Zo) po) + Ce z)n 1144. d = [ (rs ro) a] , 


es 
a? 
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Rica 


2 


Zi — 20 ne ne Sr Yi — Vo |? 
n m 
VAS 

li OL z2—7z, 
Mi Mo V2 — Ya 
Ni No Z2—72: 
+" ss + ma ne 


grandeur 
—æ—+ — abs. 


11445. d— | a1a2 (ro—r;) L. 


Par V | R mÊ+ 


n2 le L 
1147. LS a R , EE LES 
la| É FES VUE mit ni 
- Rn ns AI = Am 
: VEEmI + n? 2 VB E MIT n? » #2 VE m3 + n3 : 
29 = te . 1148. PATES et = 
Ve la ja 
RAI Am An 
LTi=T A == a, 24 = —————————————— 
1= To + Vrrnn Ya =ÿyo+ VE 1=2%+ Van 


AI Rm Rn 


t = Tp——————— a——__——— |, =D 
PORTO Vpn 0 Vipmpn 270 Vipmiu 


1149. (ri—70) (r—ro)=R3. 1150. e-rpr= CT ; (z—2)2+ 
n 


; + 
(Az1 + Bys + Cz1 + D) . 4151. LE —R=0, 


+ (y— ya)9+ (2— 2)? = A+ B5+- C2 Al 

BP jpeoge PRESS. 6, APPRIS RG is 

in | VA3+B1+0Ci VA3+B3+0C3 

SE po LE ppeo, Leo (vo) (5%) p_ 0, 
Jal la! VB+ m3 + ni 


1x0) +m (y— vo) +n (220) | D _ 0 4453. 3, V3; 2, —3,0 
(2, 0, V/3), (2, 0, — 1/3). 1154. 4, 3; (4, 0, —1), (—4, 0, —1). 1155. 15; 
( 3 
0, —6, —— 
(Ho b) sur le plan Ozz: Er 


Une ellipse de centre 


] - 1156. Equations de la projection: a) sur le plan Oxy: 


z=0; 


2 2 —2— 
c) sur le plan Oyz: { y°+25+2y “es 1157. 


(2, —1, 1). Indication. Le centre de la section se projette sur Île 
centre de la projection. 1158. Une ere de centre (1, —1, —2). 
1159. 1) Une ellipse de centre (—1, 1, 3); 2) une parabole ; n’a pas de 


centre ; 3) une hyperbole de centre (2, 3, —4). 1160. a) 1<Im|< V2 ; 
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b) [m2 |< 1. 1161. a) mn -= 0 et MD, et dans le cas où mn— +, on 


a une ellipse dégénérée en un point; b) m—0. 1162. (9, 5, —2). 1163. 
(3, 0, —10). 1164. (6, —2, 2), 1165. m—+18. 1166. 2z2—y—2:—4—0. 


2 2 3 
1167. z—2y+27—1—0, z—2y+2:+41—0; +. 1168. ET 


æ y? 22 _ _ 2 . A z3 y3+z3 
1169. 36 ++ 1. 1170. HT: PS - 1172. HT ps 1. 


2 3 2 2 2 
1473. EU EE 4. 1178. F2. 1180. a) (3,4 —2) ot (6, 


—2, 2); b) (4, —3, 2), la droite est tangente à la surface; c) la droite 
et la surface n’ont pas de point commun; d) la droite se trouve sur la 


2z—12y—z+16—=0, 2z—12y—z+16—0, 
surface. 1181. À | Pa 0 de 
ee ere ” 1183 Æ_yHi_2—1 zx _y+9 _z+3 
z—5—0; yt4=0. 4 4 —2° 4 12 2 : 
D =. 1 z?. 
1184. 4 — 0 7 0! Tel eve 1185. arccos TE 1186. 1) PT 
5 — 22 —0 : 2) Pa pets , 3) — ty tes 0. 1188. z3+y2—22—0(. 
2 2 — c\2 
1189. + — G 2) 0. 1190. 322—5y2-+ 7:2— Gary + 102 — 2yz—4r + 


2 22 
Lây—és+4=0. 119. ET —O. 1192. 22—3y94 320. 1193. 35224 
+ 35y2— 5222 — 232ry — 116272 + 116yz + 232r — 70y —11672+35—0. 1194. zy — 
Lzzkyz—=0, l'axe du cône passe dans les premier et septième trièdres ; 
zyzz—yz=0, l'axe du cône passe dans les deuxième et huitième trièdres ; 
zy—zz—yz—=0, l'axe du cône passe dans les troisième et cinquième trie- 
dres; zy—zzyz—0, l'axe du cône passe dans les quatrième et sixième 
trièdres. 1195. 9zxz2—16y2—16:2—90x+ 225—0. 1196. 22-+ 4y2— 422 + 4ry + 
+ 427z:— 6yz—0. 1197. 4x32—15y2 — 6z2— 12rz— 367+24z4+66 —0. 1198. 1672+ 
+ 16y2+ 1322—16x72+ 24yz+167—24y—267—23—0. 1199. 23—y3— 27: + 
_Qyztzty—2z—=0. 1200. 5172+5y2+2z32— 2ry +4rz+4yz—6—=0. 1201. 
4522 1 72y3 +1 4522 + 36zy + T2xz — 36yz + 54r+216y — 54z —567 —0. 1202. 5z2L 
+ 40y2+ 1323-+ 12zy — 6x2 + 4yz + 267+20y —38z+3—0. 1203. z3+4y2 + 5:22 — 
—4ry—125—0. 1204. 1) 18; 2) 10; 3) 0: 4) —50; 5) 0; 6) z2—zx1; 7) 0; 


8) 1. 1205. 1)z—12; 2) z—2; 3) zj——1, 22—=—4; 4) r—— 
1 


F3 


œ[= 


221 5 5) za 2i: 6) 24-222, 3—=—2+i5 7) z=(—1}" + n, 


où r est un nombre entier quelconque; 8) = (2n+1), où n est un 


nombre entier quelconque. 1206. 1)z>3; 2)z>—10; 3) z<—3; 
4) —1<z<7. 1207. 1) z—16, y—7; 2) z=2, y=3; 3) le système n'a 
pas de solution; 4) le système admet une infinité de solutions différentes, 


chacune d’entre elles peut se calculer à l'aide de la formule pue 


VER 


où les valeurs numériques de z sont choisies arbitrairement et d’où on en 


252 Réponses et indications aux problèmes 


FT | ac + bd bc—ad 
déduit les valeurs correspondantes de y; 5) TE VE à 


6) le système n'a pas de solution. 1208. 1) a Æ—2; 2) a= —2, b £ 2; 
3) a=—2, b—2. 1209. a. 1210. 4) z=—21, y—7t, :—4t; 2) x =21, 


y=3t, 2-=0; 3) z=0, y=t, z2=3t; 4) x=0, y=t, 2=2; 5) r=21, y—=5t, 
z=4t; 6) x=4t, y=2t, 2—3t; 7) x—1, y—5t, :—11t; 8) r—3t, y=At, 
z—41t; 9) z=0, y=t, z2=3t; 10) z—(a+i)t, y—(1—a2)t, :=—(a+t)t 
à condition que a -Æ—41 (si a — —1, toute solution du système se compose 
de trois nombres zx, y, :, où x, y sont arbitraires et z—=z<+#); 


41) æ—(b—6)t, y—(3a—2)t, :—(ab—4)t à condition que à + + ou 


b Z 6 (si a=+ et b=—6, x et y sons arbitraires et = + +2) 122 


—=3(1—2a)t, y—(ab+1i)t, z—=3(b+2)t à condition que a F7 ou 


b + —2 (si = —+ et b=—2, x et y sont arbitraires et z= 2 (3y—x). 
1211. —412. 1212. 29. 1213. 87. 1214. O0. 1213. —29. 1216. 2a3. 1223. —4. 
1224. 180. 1225. 87. 1226. 0. 1227. (x—y) (y—z)(z—zx). 1229. 2a%b. 1230. 
sin 24. 1231. 2yz(xz—y) (y—z) (z—zx). 1232. (a+b+c) (a+ b3+c8—ab— 


—ac—bc). 1234. 1) z——3; 2) z;=—10, 22=—2. 1235. 1) 1> +: 


2) —6<z<—4. 1236. 2 MT, y= AT, 2=10. 1297. 21, pi, 21. 


1238. r—2, y—3, 2—4. 1239. z—1, y—3, 2—5. 1240. 13, ÿ =8 +, 
b+c _a—b a—c 


1 
2= 14. 1241. z— 2, y = —À, z—41. 1242. zx — D? Y= 5 —; Enr Tu 


1243. z=+ 2. y= "+, se. 1244. Le système admet une infinité 
de solutions, chacune d'entre elles peut se calculer à l’aide des formules 
z—2z2— 141, y—z+1, dans lesquelles les valeurs numériques de z sont choi- 
sies arbitrairement et d’où on en déduit les valeurs correspondantes de x, y. 
1245. Le système n'a pas de solution. 1246. Le système n'a pas de solution. 


1247. 1)a 3: 2)a=—3, b + +: 3)a=—3, b=—+.. 1249. Le système 


admet une solution unique: z—0, y—0, z—0. 1250. Le système admet 
une infinité de solutions, chacune d’entre elles peut se calculer à l’aide 
des formules x —2t, y— —3t, :—5t, dans lesquelles les valeurs numériques 
de t sont choisies arbitrairement et d'où on en déduit les valeurs correspon- 
dantes de zx, y, z. 1251. a—5. 1252. 30. 1253. —20. 1254. 0. 1255. 48. 
1256. 1800. 1257. (b+c+d)(b—c—d)(b—c+d)(b+c—d). 1258. (a+b+ 
+c+d)(a+b—c—d)(a—b+c—d)(a—b—c+d). 1259 (a+b+c+d)x 
X(a—b+ce—d){(a—c)?+(b—d)?]. 1260. (be — cd). 
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